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LIBRO PRIMERO.

PRINGIPIOS.

DEFINICIONES.

I a Geometna es una ciencia que tiene por ob-
- jeto la medida de la extension.
La extension tiene tres dimensiones, longltud lati-
tud, y altura 6 profundidad.
II. La linea es una longitud sin latitud.
Los extremos de una linea se llaman puntos :. luego
el punto no tiene extension.
II. La linea recta es el camino mas corto entre dos
-puntos.
IV. Toda linea, que no es recta, ni compuesta de
lineas rectas , es una linea curva.
Asi AB es una linea recta, ACDB una linea que- Fig. 1.
brada, 6 compuesta de lineas rectas , y AEB es una li~
nea curva.

V. Superficie es una longitud y latitud sin profurb—
didad ¢ altura.

918201



Fig. 2.

Fig. eo.

Fig, 3.

Fig. 4.

Fig. .

Fig. 6.

N | GEOMETRIA.
SN ~'§7'I. Plano es una superficie , cuyos puntos estan to—

dos 4 una misma elevacion.

VII. Toda superficie, que no es plana, ni compues~
ta de superficies planas, es una superficie curva.

VIIL  $slido ¢ cuerpo s el que reune las tres di-
mensiones.

IX. Llimase dngulo la mayor 6 menor inclinacion
que hay entre dos rectas qualesquiera AB y AC, que
se cortan en un punto A, llamado el vértice del dngulo,
y AB y AC se laman sus lados.

Algunas veces para nombrar un idngulo se emplea
solamente la letra del vértice A, y otras se hace con
tres, como BAC 6 CAB, teniendo cuidado de poner
enmedio la letra del vértice. Se usa el primer modo,
regularmente quando en un punto dado no hay mas
que un angulo, y noestd expuesto 4 equivocarse con
otros al nombrarlo-con una sola letra.

Los angulos son, como toda cantidad, susceptibles
de adicion , sustraccion, multiplicacion y division.

Asi el dngulo DCE es la suma de los dos DCB y
BCE, y el dangulo DCB es la diferencia de los dos
DCE BCE

X. Quando una recta AB encuentra 4 otra CD de -
modo que los dngulos adyacentes BAC y BAD sean
iguales , cada uno de ellos se llama un dngslo recto, y la
linea recta AB se dice perpendicular 4 la CD. :

XI.. Todo angulo BAC, menor que el recto, es un
dngulo agudo 5 y todo dngulo DEF , mayor que el rec-
to, es un dngulo obtuso.

XII De dos lineas se dice que son paralelas quan-
do, situadas-en un mismo plano , no pueden encontrar—
se aunque se las prolongue.

XHII. Figura plana es un plano terminado por to-
todas partes de lineas. Si ‘estas son rectas , el espacio que
encierran se llama figura rectilinea o polz’gono , ¥ las li-
neas . todas juntas forman el contorno ¢ perimetro de la

figura.
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XIV. El poligono de tres lados es el mas simple de
todos , y se llama tridngulo : el de quatro lados se de-
nomina quadrildtero: el de cinco pentdgono : el de seis
exdgono , .

XV. Sellama tridngulo equildters aquel cuyos la-
dos. son todos iguales ; tridngulo isésceles aquel que solo
tiene dos lados iguales ; y tridngulo escaleno aquet cuyos
tres lados son todos desiguales.

XVIL.' El triangulo- rectangula es el que tiene un dn-
gulo recto , y el lado opuesto 4 este angulo se llama Ay~
potenusa 3 asi ABC es un triingulo rectingulo en A,
cuya hypotenusa es el lado BC.

XVIL. Entre los quadriliteros se distinguen:

-El quadrado que tiene sus lsdos iguales y sus angu—
los rectos. (Véase la prop. 21, lib. 1.) :

El rectdngulo que tiene los dngulos rectos , sin tener
los lados iguales. (Véase la misma prap.) ‘"

El paralelogramo 6 rombo que tiene los lados opues-
tos paralelos.

El losango , cuyos lados son iguales, sin que los. 4n-
gulos sean rectos.

En fin el trapecio, que solo tiene paralelos dos

lados.

XVIII. Se llama diagonal toda recta que une los
vértices de dos dngulos no contiguos , como AC.
- XIX. Poligono equildtero es aquel, cuyos lados son
todos iguales ; y poligono equidngulo es el que -tiene
iguales todos los dngulos.

XX. Dos poligorios son equildteros entre si, quando

tienen sus lados iguales y colocados en un mismo 6rden;
esto es, quando recorriendo sus contornos en un mis—
mo sentido, el primer lado del uno es igual al primero
del otro, el segundo al segundo, y asi de los demas.
Con la misma facilidad se entiende lo que son poligo~
nos- equidngulos entre si.

Fig.

Fig. 8

Fig.

Fig,

Fig.

Fig.

Fig.
Fig,

Fig.

- Fig.

En uno y otro caso los lados 6 los angulos 1guales '

se llaman lados ¢ 4ngulos homdlogos.
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4 GEOMETRIA.

wora En los quatro primeros libros solo se tratara de las figu-
ras planas, 6 trazadas en una superficie plana.

Explicacion de los términos y signos.

Axioma es una verdad tan evidente por si misma,
que no necesita de prueba.

Teorema es una verdad , cuya evidencia se hace pa~
tente por medio de un razonamiento llamado demos—
tracion.

Problema es una qiiestion propuesta , que exige re-
solucion.:

Lema es una verdad empleada subsidiariamente pa-
ra demostrar un teoreina , 0 resolver un problema.

El nombre comun de proposicion se aplica indistin+
tamente 4 los teoremas , problemas y lemas.

Corolario es la conseqiiencia que se saca de una ¢
muchas proposiciones.

Escolio es una advertencia sobre una .6 muchas pro-
posiciones anteriores , dirigida 4 manifestar su conexion,
su extension y su utilidad.

Hypdtesis es una suposicion que se hace ya en la
cabeza de la proposicion , ya en el cuerpo de la de-
mostracion.

El signo = es el de la igualdad ; asi A—-B signifi-
ca que A es igual 4 B.

Para manifestar que A es menor que B, se escri~
be A<B; y para expresar que A es mayor que B,
asi A>B.

El signo — se pronuncia mas, ¢é indica la adicion.
El signo — se pronuncia ménos , y denota la sustrac-
cion: asit A+B representa la suma de las cantida-
des A, B; A—B su diferencia, 6 lo que queda restan-
do B de A Del mismo modo A——B+C 0A+C—B
denota que se deben sumar A y C, y de la suma res-
tar B.
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El signoxse¢ lee multiplicado por: asi AxB re-
presenta el producto de A multiplicado por B. En vez de
este signo se émplea algunas veces un punto; asi. 3.5
es lo mismo que 3x 5, A.B esigual 4 AxB.

La expresion A x(B-+C—D) representa el pro-
ducto de A para la cantidad B+ C—D. Si se hubiese
de multiplicar A+ B por A— B+ C, se.indicard el pro-
ducto asi (A+B)x(A—B—-C), considerando cada
paréntesis como una sola cantidad.

Un nimero puesto delante de una linea 6 cantidad
sirve de multiplicador 4 esta linea 6 cantidad. Asi para
expresar .que hemos de tomar tres veces la linea AB,
se escribe 3AB ; para sefalar la mitad del dngulo A, se
nota ¥ A.

El quadrado de la linea AB se escribe (AB)? su
cubo (AB).® Se explicard en su lugar lo que significa ca-
balmente el quadrado ‘6 una potencia qualquiera de
una linea.

. 2
El signo v indica una raiz por extraer; asi\/, es

la raiz quadrada de 2 ; C/ (AxB) la raiz quadrada del.

producto A x B. Pero siempre que la raiz propuesta pa-
ra extraer es la quadrada, se omite el 2 entre las
dos piernas del signo radical, y se escribe solo \/,,
V/ (AxB). El ntmero que se haila al lado derecho de
un paréntesis , un poco encima de la cantidad que se
quiere elevar 4 una potencia qualquiera, se llama el ex-
Pponente de la potencia: 2 es el exponente del quadrado
6 de la segunda potencia ; 3 del cubo 6 de la tercera
potencia, y asi en los demas. Y el nimero que se es~
cribe entre las dos ‘piernas de un signo radical , se 1la-
ma el exponente de la raiz; 2 es el exponente de la raiz
quadrada 6 segunda ; 3 de la raiz tercera ¢ cubica, y
asi de los demas.
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6 GEOMETRIYA,
Axiomas.

I. Dos cantidades iguales 4 una tercera son iguales
entre si.

II. El todo es mayor que su parte. .

III.  El todo es igual 4 la suma de las partes en que
estd dividido.

IV. De un punto 4 otro no se puede tirar mas que
una linea recta. v

V. Dos lineas, superficies ¢ solidos , son iguales,
quando sobrepuestas la una 4 la otra coinciden perfec~
tamente.

PROPOSICION PRIMERA.
o TI;ZOREM'A.

Todos los dngulos rectos som iguales.

Sea la linea recta CD perpendicular 4 AB, y GH
4 EF : digo que los dngulos ACD y EGH serin iguales,

Si se toman las quatro distancias iguales CA , CBy
GE, GF, la distancia AB serd igual 4 la distancia EF,
y se podrd sobreponer la recta EF 4 1a AB, de modo
que el punto E caigaen A, y F en B. Estas dos lineas,
asi colocadas, coincidirin exictamente und4 con otra;
porque 4 no ser asi, habria dos linas rectas.de A 4 B,

_lo que es imposible *: luego el punto G, mitad de EF,

caerd sobre el punto C, mitad de AB. Una vez sobre-
puesto asi el lado GE al lado CA, digo que el lado GH
coincidird con CD. Porque supongamos, si es posible,
que caiga sobre una recta CK distinta de CD ; ya que-
que por hypotesis ¥ , el dngulo EGH=HGF, seria me--
nester que tuviesemos ACK=KCB. Pero el dngulo ACK >- .
ACD, el dngulo KCB<BCD, y ademds, por suposi-
cion, ACD=BCD: luego ACK es mayor que KCB:
luego la linea GH no puede caer sobre otra CK, distin-
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ta de CD : luego el angulo EGH se ajusta con ACD
luego finalmente tOdOa los dngulos rectos son iguales.

PROPOSICION IL
TEOREMA.

Toda recta CD , que encuentra 4 otra AB , hace ‘con Fig, 1.
ella dos dngulos adyacem‘es ACD y BCD, que valen Jun—-
tos dos rectos.
En el punto C levdntese 4 Ia AB 14 perpendicular CE.
El angulo ACD es la suma de los dos ACE, ECD:
luego ACD—+BCD serd la suma de los tres z’mgulos
‘ACE, ECD, BCD. El primero'de estos es recto, los
otros dos forman juntos el angulo recto BCE: luego la
suma de los dos angulos ACD y BCD vale dos rectos.
Corolario 1. Si uno de los angulos ACD y BCD es
recto , el otro tambien lo serd.
Corolarzo 2. Si la recta DE es perpendicular 4 Fig. 18.
la AB, reciprocamente AB lo serd 4 DE. Porque de
ser DE perpendicular 4 AB, se infiére que los dos dn~
gulos adyacentes ACD y DCB son iguales , y que 4m-
bos son rectos. Pero si ACD es un angulo recto , tam—
bien su adyacente ACE lo ser4 : iuego ACE= ACD » ¥
AB es perpendlcularé DbE - SR
Corelario 3. Todos los ahgﬁlos BAC, CAD DAE Fig. 34
EAF, &c., formados' de un mistho lado de la rec—
ta BF valen juntos dos rectos; porque su suma es
lgual a la de los dos ang‘uIOs BAC y CAF.

PROPOSICION III
TEOREMA.
Deos rectas , que tienen dos puntos comunes , coinciden

una con otra en toda su extemzon, y forman una sola ¥
misma recta.
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Fig. 19.  Sean A y B los dos puntos comunes. '
Desde luego las dos lineas no deben formar mas que

una entre A y B; porque 4 no ser asi, habria de uno

# Ax. 4. de estos puntos al otro dos rectas, lo que es imposible ¥.
Supongamos ahora que estas rectas prolongadas empie-

zan 4 separarse en cl punto C, que la una se convier-

te en CD, y la otra en CE. Tirese al punto C la CF,

.- que forme con la CA el dngulo recto ‘ACF. Ya que la
# Prop. 2. ACD es una linea recta , FCD serd un 4ngulo recto*;
Cor. 1. y por ser ACE tambien una linea recta, FCE serd un
angulo recto. Pero la parte FCE no puede ser igual al

todo FCD : luego dos rectas , que tienen dos puntos co-

munes A y B, no pueden separarse en punto alguno de

su prolongacion, y forman por lo tanto una sola y mis-

ma recta,
PROPOSICION 1V.

TEOREMA.

St dos dngulos adyacentes ACD y DCB wvalen juntos
dos rectos , sus lados exteriores AC y CB estardn en li-
nea recta. '

Porque si CB no es la prolongacion de AC, séalo
CE. Entonces , siendo ACE una linea recta, la suma
% Prop. 2, de los dngulos ACD, DCE valdrd dos rectos *. Pero,

© por suposicion , tambien la suma de los dngulos ACD,
DCB wvale dos rectos: luego:ACD + DCB seria igual

‘ 4 ACD—+DCE ; si de ambas partes quitamos el dngu-
lo ACD, quedaria la parte DCB igual al todo DCE,
lo que es imposible : luego CB es la prolongacion de AC.

Fig. 20.

PROPOSICION V.
Tf.OREMA.

. . Siempre que dos rectas AB, DE se cortan, los dngu-
Fig- 2%.jos opuestos en el vértice son iguales.
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" Porque ya que DE es una linea recta, la suma de
los dngulos ACD , ACE vale dos rectos ; y por ser AB
tambien una : lmea recta, la suma de los dngulos ACE,
BCE es lgual 4 dos rectos : luego la suma ALD-!—ACE s
es igual 4 la suma ACE + BCE. Quitando de unay
otra parte el angulo comun ACE, nos queda el éngu-
lo ACD 1gua1 4 su opuesto BCE.

Del mismo modo podria demostrarse, que el dnguw
lo ACE es igual 4 su opuesto BCD.

Escolio. Los: quatro dngulos , formadds en un misw’
mo punto por la interseccion de dos rectas, valen jun-
tos quatro rectos. Porque los dngulos ACE BCE to-
mados juntos valen dos rectos, y los otros dos ACD
BCD tienen tambien.el mismo valor.

En general todos los 4ngulos ACB, BCD DCE, Fxg a3,
ECF, &c., formados en un punto. por. la interseccion de
wvarias rectas, sea el que fuere su numero, valdrin
juntos quatro dngulos rectos. Porque si en dxcho punto
formamos quatro drgulos rectos por medio de dos per~
,pend.lculares » €l mismo espacio ocuparin estos que los
varios dngulos ACB BCD, &c.

PROPOSICION VL
TEOREMA.

Do: méagzdos son zguales quando tienen un éngulo
igual comprehendido entre lados respectivamente zguale.s

Sea el dngulo A igual 4 D, el lado AB igual 4 DE, Fig. s3.
el lado AC igual 4 DF: dxgo que los tmangulos ABC
y DEF son iguales. :

Con efecto estas tridngulos pueden sobreponerse uno
i orro de modo que coincidan perfectamente. Y des-
de Iuego si sobreponemos el lado DE 4 su igual AB,
el punto D caerien A,y el punto E en B. Pero ya
- que los dngulos A, D son iguales, si colocamos el lado
DE sobre AB, el lado DF tomar4 la direccion AC. A

2
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mas de esto FD es igual 4 AC: luego el punto F coin-
cidird con C, y los terceros lados EF y BC se ajustarin
perfectamente : luego los dos. trmngulos DEF y ABC son
iguales. ¥ :

Corolario. Sentada’ ya la igualdad de tres cosas em
un tridngulo, esto es A=D, el lado AB igual 4 DE,
y AC=DF; se puede deducn' la-de las otras tres, esto

es, que B= E C=F, y el lado BC=EF.

PROPOSICION VIL

’ N P |
TEOREMA:

Dos trzangulos son" iguales quando tienen un lado
igual adyacente G dos dngulos iguales. ,
Sea el lado BC=EF, el dngulo B 1gual 4.E,y
C=F: digo que el triingulo DEF serd igual al tnm-
gulo ABC.

Sobrepongase el lado EF 4 su 1gual BC; el punto
E caerd en B, y F en C. Por ser iguales los dos dn-
gulos E y B, el lado ED tomard la direccion BA:, y
asi el punto D caerd sobre alguno de la recta BA. Igual-
mente , ya qué $on iguales los dngulos F y C, la recta
FD tomara la direccion CA, y el punto D comcxdlra
con alguno de la CA: luego el punto D, que debe
hallarse 4 un tiempo en las dos rectas BA, CA, cae-
rd sobre su interseccion A : luego los dos tridngulos
ABC y DEF coinciden uno con otro, y son perfec-

" tamente iguales.

Corolario. Sentada la igualdad de tres cosas en un
tringulo, esto es, BC=EF, B=E,; C=F, se puex
de- inferir ‘la ‘de-las otras tres, a saber AB DE
AC=DF, y A= D !
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PROPOSICION . VIIL
" TEOREMA.

En un tridngulo qualquiera , un lado , sea el que fue-
re , siempre es menor que la suma de los otros dos.

Porque la linea recta BC, por exemplw, es mas Fig. 23
corta que BA+AC, por ser ‘el camino mas breve
de BaC.¥x - a . . % Def 3

PROPOSICION IX..

Ce ’ TEOREMA.

Si desde un- punto o, tomado dentro.de un trzangulo Fig. 24
ABC se tiran 4 los extremos de un lado BC, las rec-
tas OB OC, la suma de dichas rectas serd menor que
la de los otros -dos lados AB y AC.

Prolonguese BO hasta que encuentre 4 AC en D.
La recta OC es mas corta que OD—+ DC* ; si afiadi- *Prop. 8.
mos 4 -ambas partes BO, resultard BO+-OC <BO~+ =~
OD +DC, 6 BO+OC<BD+DC. ‘
.- Tenemos tambien BD<BA—+ AD; afadiendo por
ambas partes DC, saldra BD + DC <BA —+ AC. Pero
acabamos de hallar .BO+OC <BD—+DC: luego con
mayor razon B0+OC<AB+AC que era lo que
ibamos 4 demostrar.

: PROPOSICION X

L TEéREMA. '
~ Si los do: Iados AB AC el trzangulo ABC son Fig. as.
iguales d los dos DE , DF del tridngulo. DEF , cada: uno:
al suyo 5 y si al mismo tiempo el dngulo BAC , compre~.
hendido. entye los primeros ,.es mayor que EDF:, compre-:
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hendido entre los segundos ; digo que el tercer lado BC
del primer tridngulo serd mayor que el tercero FE del
segundo.

Hagase el 4ngulo CAG=D, tomese AG=DE, y
tirese la CG.

Los dos tridangulos GAC y DEF son iguales, por-
que tienen por construccion igual el dngulo comprehen~
dido entre lados iguales*, y tendremos por lo mismo
CG=EF. Pueden aqui suceder tres casos, segun el

" punto G caiga fuera del triingulo ABC, sobre el la-

Fig. as.

do BC, 6 dentro del tridngulo.

Caso primero. La linea recta GC es mas corta que
GI+IC; la AB es tambien menor que AI+ 1B : lue~
go GC—~+AB son menores que GI—+IC—+ Al +1B;

0 lo que es lo propio , GC+ AB<AG—+ BC. Si quita-

" mos de una parte AB, y de la otra su igual AG ,- que-~

Fig. 26.

Fig. 7.

Fig. 23.

dari GC<BC ; pero GC=EF : luego EF<BC.

Caso segundo. Si.el punto G cae sobre el lado BC,
es manifiesto que GC, 6 su 1gual EF, seri menor
que BC. :

Caso tercero. Finalmente s si el punto G cae dentro
del tridangulo ABC, tendremos, por el tegrema ante-
rior , AG+GC <AB+BC thando de una parte AG,
y de la otra su 1gual AB, queda GC<BC, 6 EF<BC.

' PROPOSICION XL
| TEOREMA |

Dos tridngules son iguales quando tierien sus tres la-
dos respectivamente iguales.

Sea el lado AB=DE, AC=DF, BC= —EF: digo
que tendremos el angulo A D,B= E C=F.

Porque si el dngule A’ fues'ef ma'yqr que D, como
los lados AB, AC ‘son respectivamente iguales 4 DE,
DF, deduciriamos ; por el teorema anterior, que el
lade BC es mayor que EF ; y. si el dngulo A fuese me-,
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nor que D, sacariamos que el lado BC era menor que
EF ; pero BC es. 1gual 4 EF : luego el dngulo A, no
pudiendo ser mayor ni menor que el dngulo:D, ha de
ser por precision igual. Del mismo modo se demostra-
ria que los .dngulos B y E son iguales, como tam-~
bien C y F.
~ Escolio. Se puede advertir desde luego que los dn-
gulos iguales estan opuestos 4 lados 1guales ; asi es que

los dngulos iguales A D estan opuestos 4 los lados i lgua-
les BC, EF.

PROPOSICION XIL
TEOREMA.

En un tridngulo isésceles , los dngulos opuestos & la-

dos iguales son iguales.
CSea el lado BA AC: digo que tendremos el angu- Fig. a8

loC=B. -

Del vértice A al punto D, medxo de Ia base BC,
tirese la ‘AD.

" Los dos mangulos ABD, ADC tendran sus tres -
lados respecnvamente lguales , esto es, AD comun
AB=AC por suposicion, y BD=DC ‘por construc—
- cion: luego sacamos, en virtud del teorema anteceden-

_te, que los dngulos B y C son iguales.

Corolario. Un tridngulo equildtero es equidngulo al
mismo tiempo , es decir , que ‘tieme sus 4ngulos.iguales.

Escolio. La lgualdad de los triangulos' ABD , ACD
prueba al mismo tiempo que los 4ngulos BAD , DAC
on iguales, y que el dngulo BDA=ADC: luego estos
dos. ultimos don rectos : luego toda . linea , tirada desde
el vértice de un mangulo isdsceles al medio- de su basey
es perpendicular & esta , y divide al augulo del vértice
en. dos partes iguales. :
.. En un tridngulo que no sea isosceles - se toma. mdxs-s
tintamente por base un lado qualquiera , y- entonces su



Fig. ag.

epr6 Y

Fig. 30.

* Pr. 13.
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wértice es el del 4ngulo opuesto. Pero en los tridngulos
isosceles se toman particularmente por bases los lados
que no son ninguno de los iguales.

' PROPOSICION. XIIL
TEOREMA.

Reciprocamente, si_ son -iguales dos dngulos en un
triéngulo, los lados opuestos lo serdn tambien , y el tridn.
gulo sera isgsceles.

Sea el 4ngulo ABC=ACB: digo que los lados AC
y AB serdn iguales.

Porque si estos lados no son iguales , sea AB el ma-
yor de los dos. Tomese BD=AC, y tirese la DC. Los
dos angulos DBC , ACB son iguales por suposicion ; los
dos lados DB y BC lo son tambien 4 los otros dos AC
CB : luego el tridngulo DBC * seria igual al tridn-
gulo ACB. Pero es ast que la parte no puede ser igual
al todo: luego no puede haber desigualdad entre los
lados AB, AC, y por consiguiente el triingulo ABC es
isosceles.

- PROPOSICION XIV.
TEOREMA.

- De dos lados de un tridngulo aquel es mayor que se
opone & mayor dngulo; y reciprocamente de dos dngulos
de un tridngulo es mayor el que se opone 4 mayor lado.

"Sea el dngulo C>B: digo .que el .lado AB
opuesto ‘al dngulo C., ser4 mayor que el lado AC opuesv
to al dngulo B.

Si hacemos el 4ngulo BCD = B \tendremos en: el
tridngulo BDC¥* BD=DC. Pero la lmea rectz AC es
mas corta: que AD+DC,y AD+DC= AD+DB
luego AB:es mayer que AC.' .
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2.° Sea el lado AB>AC: digo que el dngulo C,
opuesto al lado AB, serd mayor que B, opuesto al
lado AC.

Porque de ser C<B se seguiria, segun lo que aca-
bamos de demostrar , que AB<AC, y esto repugna
contra lo supuésto. Si' fuese C =B deduciriamos* AB= *Pr. 13.
AC, lo que es tambien contra lo supuesto : luego no
pudlendo el 4ngulo C ser menor que B, ‘ni igual 4 €l
tampoco , ha de ser indispensablemente mayor. -

PROPOSICION XV.
TE.OR.EMA;

Desde un punto A, dado fuera de una recta DE , no Fig. 3r.
se puede tirar mas qué una perpendicilar & dicha recta.
Supongamos que se puedan tirar dos AB, AC. -
Prolonguemos una de ellas AB la cantldad FB AB,
y tiremos la FC. ‘
‘Los dos tmngulos CBF , ABC son iguales ; porque
el angulo CBF es recto lgualmente que CBA, el lado
CB es comun , y BF=AB; y de esta igualdad * de los ap, ¢
triangulos BCF , BAC, se deduce que los dngulos BCF,
BCA lo son ta.mblen Y siendo BCA un dngulo recto
por suposicion., tambien. BCF lo es. Pero si los dngulos
adyacentes BCA , BCF valen juntos dos rectos , es me-
nester que la linea ACF. sea‘recta *; de donde resulta #Pr. 4.
que entre .los dos mismos puntos A, F se podrian tirar
dos lineas rectas ABF y ACF ; pero esto es un absur-
do*: luego lo es tambien que desde un punto dado fuera * Ax. 4.
de una recta, se puedan ‘baxar 4 esta dos perpendiculares. * ' *
Escolio. Desde un: puito-C , dado en una recta ABy g
eé lgualmente imposible- levantanla ‘dos ‘perpendiculares &
hicia un mismo lado. Porque si. GD ; CE fuesen estas
dos perpendiculares, los dos dngulos DCB BCE serian
rectos ,, y -la parte seria 1gual al todo lo qual es ur
absurdo manifiesto. .oty o~ : .
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| PROPOSICION XVL
TEORBM'A. S -
"Si desde un punto A “dado fuem de una recta se
tira 4 ella la perpendzcular AB, y 4 diferentes puntou‘

de dicha recta las obliquas AE , AC AD, &c. :
1.° La perpendicular AB serd mas corta que quals

“quiera obliqua.

2.° Las dos obligias AC ,” AE, tiradas eqwdx:tante-
mente d unoy otro lado de la perpendzcular y Serdn iguales.
3. De dos obliquas AC, AD5 6 AE, AD tiradus
& discrecion , aquella serd mas larga > que mas se aparte

 dela perpendtcular

-+ Prolonguese la perpendxcular AB la cantldad

« BF AB , Yy tirense las rectas FC, CD.

*Pr. 6.

#Pr. 9.

- Los tridngulos CBF BCA son iguales , porque
tienen iguales por rectos los dos dngulos CBF, CBA,
el ladg CB es comun, §’' el lado BF=BA : luego ¥ los
terceros CA , CF son iguales. Pero ABF , linea recta, es
mas corta que la quebrada ACF : luego AB, mitad de
ABF, es mas corta que AC, mitad de AC. Luego 1.° la
perpendlcular es mas corta que qualquiera obliqua.

- 2.° Si supenemos BE=BC, como tenemos ya el
lado BC comun, y el 4ngulo ABE ABC, sacarémios
de aqui que el tridngulo ABE=ACB : luego los, Ja~
dos AE, AC son iguales, Luego 2.° dos obliquas equi-
distantes de la perpendicular son iguales.
3.° En el triingulo DFA la suma de las lineas AC,
CF es menor * que la de los lados AD, FD : luego AC,
mitad de la linea ACF , es mas corta que AD, mitad
de ADF. Luego 3.° las obliquas mas dxstantes de Ia
perpendicular son las mas largas.
Corolario 1. La perpendicular es la verdadera me~
dida de la distancia de.un punto 4 una linea, pues es
mas corta que qualquiera obliqua. - Lo
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2. Desde un mismo punto no se pueden tirar &

.una misma recta tres rectas iguales ; porque de ser esto

asi, habria 4 un mismo lado de la perpendicular dos
obliquas iguales , 1o que es imposible.

PROPOSICION XVIL
. TEOREMA,

Si en el punto C, mitad de la recta AB, se levanta
la perpendicular EF : 1.° cada punto de la perpendicular
equidistard de los dos extremos de la. recta AB: 2.° todo
punto que no esté en la perpendzcular » 1o_equidistard de
dichos extremos. .

Porque 1.°, ya que se supone AC= =CB, las dos
obliquas DA, BD se apartan igualmente de la perpen-
dicular: luego son iguales. Lo mismo se verifica con las
dos obliguas AE y EB, AF y FB, &c. Luego 1.° todos
los puntos de la perpendicular equidistan de los extre=
mos A, B.

Fig. 3s.

2.° Sea I un punto fuera de la perpendxcular Sise

tiran la IA € IB, una de estas lineas cortard 4 la per-
pendicular en el punte D, y tirando la DB, resulta
DB =DA. Pero la recta IB es menor que la linea que-
brada ID+-DB, ¢ ID+DB=ID~+DA=IA: luego
sacamos IB <IA. Luego 2.° todo punto. fuera de la per-
, pendlmhr no equxdxstaré de los extremos A, B,

 PROPOSICION XVIIL

. Tnonsm S

j Dos trzangulos remmgulo: son zgd;le:'quando ttenen

iguales la hypotenusa y un lado.

.. Sea la hypotenusa AC DF,y. el lado AB=DE:

digo que los dos, mangulqs rectangulos ABC ¥ DEF son

iguales. . . o W
3

Fig. 33.
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Seria manifiesta esta igualdad, si los terceros lados
fuesen iguales. Supongamos , si es podible-, ‘que estos la-
*dos no sean iguales , y que BC sea el ‘mayor: Si tomax
mos BG=EF, y tiramos la 'AG , eltridngulo ABG se-
rd igual al tridngulo DEF ; porque el angulo recto B es
igual al otro retto E; el lado AB=DE }y BG=EEF:
@ pr. 6. luego estos tridngulos son iguales % , y tenemos por lo
tanto AG=DF. Pero por suposicion DF =AC: luego
AG=AC. Pero la obliqua AC no puede ser igual &
# pr. 16. AG ¥, porque dista mas de la perpendicular AB : luego
es imposible que BC difiera de EF : luego los dos trian-

gulos ABC , DEF son iguales. '
~PROPOSICION XIX. -

R
\

LEMA.

La suma de los tres dngulos de un tridngule no prie~
"de valer mas que dos rectos. - 1 T s
_ Sea, si es posible , ABC un tridngulo ; cuyos ‘tres
‘4ngulos valganimés que dos réctos. - - - -
Sobre la prolongacion de AC, témese CE=AC;
‘higase el dngulo ECD=CAB, el'lado CB=AB, y ti
fense las DE,; BD. 0 - - o s
‘i El tridngulo €DE seri igual'al tridnguls BAC, pues
“Ambdy tignén i dnguld igual comprehendido entre fa~
# pr, 6, dos respectivaiiente iguales % @ liego tendremos-el 4n-
gulo CED=ACB, el ingulo COE=ACB, y el tercer
lado ED igual 4 su-correspondiente BC. ' -
Ya que ACE es una linea recta , la suma de los 4n-
# pr. ». gulos ACB, BCD, DCE-es' igual 4 dos rectosi* ; pero
Cor. 3. suponemos la suma de los dngulos del tridngulo ABC
mayﬁr‘5‘éiifef “dosrectos: luegd tendremes ‘CAB —+ ABC
- +ACB> ACB~+ BCD +ECD ; quitando de. ambas par~
- .3 tes ACB cotmun , y CAB=EED ; quédardi. ABC> BCD;
T %7 §'por ser los-lados  AB, BC del tthingulo-ABC iguales 4
los CD , CB del triangulo BCD, se deduce que el'ter+

Fig. 35
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" cer lado AC del uno es mayor que el tercero BD del
otro *.

~ Imaginemos ahora que se- prolonga mdeﬁmdamente
la AC, y tambien la serie de los tridngulos iguales y
semejantemente dispuestos ABC, CDE, EFG, GHI, &c,
Si se unen los vértices mmedlatos «con las rectas BD,
DF, FH, HK, &c., se formard al mismo tiempo otra
serie de trmngulos intermedios BCD, DEF, FGH, &c.,
que serdn todos 1guales unos con otros, pues tendran un
4ngulo igual comprehendido entre lados respectivamente
iguales : luego tendremos BD=DF=FH=HK ;, &«

- Esto sentadp , ya que tenemos AC>BD, sea la di-
ferencia AC—BD=D. Es claro que 2D seré la dife~
rencia entre la linea recta ACE =2AC, y la recta Gque-
brada BOF =2BD; de modo. que sacamgs AE — BF =
2D. Tambien saldr4 AG—BH=3D, AI—BK=4D, y
asi de los demas. Pero por pequena que sea la diferencia D,
es evidente que, repetido un numero suficiente de veces,
llegara 4 ser mayor que una longitud dada. Podremos,

* Pr. 10.

pues, suponer. la serie de los tridngulos continuada lo bas~ .
tante para que resulte AP—BQ > 2AB, y asj tendremos

AP > BQ —+ 2AB. Pero al contrario, la linea recta AP
s’ mas, corta que la angulosa ABQP » que une los mis~
mos extremos A y P; de modo que serd siempre AP <
AB+BQ+ QP, 6 AP <BQ—+ 2AB : luego la suposi~
cion ‘erg un;:absurdo ; luego la syma de los tres angulos
de un tnangulo no puede valer mas de dos rectos.

LIS T S I.' ,,i’),v.

PROPOSICION XX

CTROREMA. . . .., .
i TN FURE Y
En todo mangulo la :uma de sus tres angulos vale
dos tectos. r ‘o
‘Habiendo ya probado qué la suma de los tres drigu-’
los de un tridngulo no puede ser mayor que dos rectos,’

resta por demostrar que tampoco puede.SgI.IBEROR . - .
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Fig.33.2.  Sea ABC el tridngulo propuesto, y sea, si ey posi=

ble, la suma de sus angulos=2P —Z , representando P
un dngulo recto , y Z la cantidad qualquiera que se su-
pone falta 4 la suma de los 4dngulos para valer dos rec-
tos. Sea A el dngulo menor del tridngulo ABC. L

Sobre ‘el lado opuesto BC higase el dngulo BCD=
ABC, y CBD=ACB; y resultan iguales los triangulos
BCD y ACB, por tener un lado BC igual , adyacente 4

¢ Pr. 7. dos dngulos respectivamente iguales *. Por el punto D ti-

rese una linea recta qualquiera EF , que encuentre en E,
F 4 los dos lados del 4ngulo A prolongados (1).

Ya que la suma de los angulos de cada uno de los
tridngulos ABC, BCD es 2P—7Z, y que la de cada une

¢ Pr. 19de los tridngulos EBD , DCF no puede pasar de 2P *

& Pr. 2. . - ) g i
. residuo serd igual 4 la suma de los dngulos del tridngu-

Cor.

se sigue que la suma de los dngulos ‘de' los quatro tridne
gulos ABC , BCD, EBD, DCF no pasa de 4P — 27 .
4P, 4 8P —2Z. Si de esta suma se résta lz de los 4n-
gulos B, C, D, que es 6P, porque la suma de los 4n-
gulos formados en cada uno de estos puntos es 2P % , el

lo AEF : luego esta suma. no pasa.de 8P—2Z—6P, ¢
2P — 7. . . SERTEEEET
Asi es, que siendo preciso afiadir Z 4'1a suma-de los
dngulos del tridngulo ABC para que componga ¢l valor
de dos rectos, es indispensable afiadir 4 lo ménos 27 4 la
suma de los dngulos del tridngulo AEF para que llegue
4 diche ‘valor. e Tt
Por medio del tridngulo AEF se construird semejan-
temente otro tercero tal , que serd preciso afadir 4 lo
ménos 4Z 4 la suma de sus tres angulos , para que el
todo valga dos rectos ; y valiéndose de este tercer tridn~ *
gulo, se construird del mismo modo otro quarto , en el
L L P L A S
(1) Se supone que A es el 4ngulo menor del trisnguio ABG,
Y, que por lo tanta es menor, 6 a 1o ménos na mayor que dos: ter=
ciosdel recto, 4 fin de hacer mas patente la posibilidad de que una
rectatirada por el punto D, encuentre a un tiempo los dos lades.
AB , A@y‘o&o&gados.;' T I ST PR
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-qual serd preciso afiadir quando ménos 8Z 4 la suma de
sus tres dngulos para que el todo componga el valor de
dos rectos , y asi de los demas. :
Por lo tanto, por pequefio que sea el valor de Z,
respecto al angulo recto P, la serie Z, 27, 4Z, 8Z, &c.,
cuyos términos crecen en razon dupla, conducird, 4
poco que se continue , 4 un término igual 4 2P 6 ma-
yor. Daremos entonces con un triangulo tal, que serd
preciso afiadir 4 la suma de los dngulos una cantidad
igual 6 mayor que 2P, para que la suma total valga 2P.
Bien se echa de ver que esta conseqiiencia es un absur-
do: luego tampoco puede admitirse la suposicioh de don-
de se deriva, esto es, que es imposible que la suma de
los tres 4ngulos de un triingulo valga ménos de dos
rectos. En la proposicion proxima pasada demostramos
que esta suma tampoco podia ser mayor que dicha cane
tidad : luego queda probado que la suma de los tres an=
gulos de un tridngulo vale justamente dos rectos. :
Corolario 1. Dados dos 4ngulos de un tridngulo, 6
solo su suma, conoceremos el tercero restando esta su~
ma de la de dos rectos.
-~ II. Si dos 4ngulos de un triangulo son ‘respectiva-
mente iguales 4 otros dos de otro.tridtigulo ; los terceros
lo serin tambien ; y los tridngulos , cuyos sean, seran
equidngulos entre si. - - - o o
III. En un tridngulo no puede haber mas que un
dnigulo recto, porque si-hubiera 'dos, ‘el tercer dngulo
10 tendria valor alguno. Con mayor razon no podri ha=~
ber mas que un dngulo obtuso.: - : : '
IV.  En un triangulo rectdngulo la suma de los dos
dngulos ‘agudos es igual 4 un recto. - L
- V... En un tridngulo equilitero cada 4ngulo es igual
4 los dos tercios de un recto ; 6 al tercio de -dos rectosj
de modo’, -que si I expresa el valor de un angulo recto,
el dngulo del triangulo equilitero ser4 expresado por 2.
VL En tode triangulo BAC, si se prolonga el iado Fig 4r-
CA hicia D, el dogulo exterior BAD serd igual 4 la su-
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ma de los dos internos opuestos B, C ; porque, anadien-
diendo por iambas partes BAC, las dos sumas son igua-
les 4 dos dngulos rectos.

PROPOSICION XXL
TEOREMA.

La suma de todos los dngulos interiores de un poligo-
no es igual d tentas veces dos rectos como lados tiene mé=
nos dos. . .

-Sea ABCDEF, &c. s el polxgone pl:opuesto.
Desde el vértlce de un mismo dngulo A tirense %
todos los demas opuestos las diagonales AC, AD, AE, &ec.

Se echa de ver desde luego que el poligonoquedara
dividido en cinco tridngulos , si tiene siete lados : en sejs
tridngulos ; si tiene ocho lados: y en general en tantes
tridngulos ménos - ‘dos , como lados tenga: el poligono;
porque se pueden considerar dichos triangulos como que
tienen por vértice comun el punto A, y por bases los di-
ferentes lados del poligono, excepto los dos que. forman
el 4ngulo A. Se we al mismo tiempp. que la suma de los
angulos de estos tridngulos en nada-difiere de la de los
dngulos del poligono : luego esta ultima suma es igual &
tantas veces dos angulos rectos como tridngulos hay , es-
t0 es, tantas ménos dos como lados tiene el poligono.

Corolar;o I. La suma de los dngulos de nn quadrild-
tero es .igual 4 dos rectps multiplicadgs por. 4—2-, que
compone quatro angulos rectos :, luego, si todos. los dngu=~
los de. un quadrilitero son iguales , cada uno-serd recto;
lo qual comprueba la definicion xVviI, donde se ha su-
puesto que los quatro ang,ulos son 1guales en un quadn-
latero, si este es reetdngulo ¢ quadrade. = - ' oI R

- II. La suma de los angulas.de un pentigono- es dos
rectos multiplicados por §—2 , que compone seis dngulos

" rectos : luego quando un pentigono es equidngulo , ésto
es, quando tiene iguales todos sus dngulos ,, cada uno.de
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estos vale un quinto de seis rectos , 6 § de un recto.

III. * La suma de los angulos de un exdgonoes 2 x
{6 —2) 1 8 4ngulos rectos : Juego en el exdgono equidn~ . -
gulo , cada angulovale la sexta parte de ocho rectos, 6 -
los =% de un recto , y asi de los demas. .

Escolio. Si se' quisiese aplicar esta proposicion 4 un Fig. 43.
poligono que ‘tuviese uno 6 muchos 4ngulos. entrantes,
seria. menester considerar:eada uno -de.dichos- dngulos
como mayor que dos rectos. Para excusar tropiezos , solo
consideraremos de aqui en adelante los poligonos de dn-
gulos salientes , qué tarfibien se pueden Hamar poligonos
convexés. Todo poligono convexo es tal , que una recta,
tirada como se quiera ,-no puede encontrar 4 su contor-
no mas que en dos puntos.

'PROPOSICION XXIL .

TEOREMA.

Si‘ dos lineas rectas AC, ED son :perpendiculares & Fig. 36.
una tercera AE , estas dos rectas serdn paralelas , es de-
cir , que mo podrdn -encontrarse por mas que se:las pro-
longye. - . -~ S o

y o

Porque si se encontrasen en un punto O, habria
dos perpendiculares--OA ,~OE ‘baxadas derun misno
Plito O 4 haa’ misima reetd' AE, '10=“qué es.impasible.* * Pr. 1g.

- S N . . .
Gt g PROPOSI TON. XXIIT. - i
N SRTELF IS B ERA T T T LN .
SoomMU v OPEORBMALTR (BTN
: .. . E ;

N - o ORI et

¢ Si.dos-rectas AC , BD forthan con-otrdsercera AB _.

dos dngulos internos CAB , ‘ABD, cuya suma sea igual 4 Fig. 36.
dos rectos , las yectas AC , DB serdn paralelas. BT

-+ Silles ingules 'CAB', ABD “fuesen yighales , seria

5mbos teetos y ¥ -ddrinmios en¢lcasoy de’la. proposicion

anterioryc ... L3 7ot Gy TR e b

NL Vo T4 Iz
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Supongamos, pues , que estos angulos no son iguales.
Por el punto A tirese la AE perpendicular 4 BD.
En el tridngulo rectingulo ABE la suma de los dos

Cor. 4. 4ngulos agudos ABE , BAE es igual 4 un recto *. Si qui-

tamos esta suma de Ia de los dos angulos ABE, BAC,
que por suposicion es igual 4 dos rectos , quedara el dn~
gulo CAE igual 4 un recto: luego las dos rectas AC, BD
son perpendiculares 4 una misma lmea AE luego son

*Pr. aa. paralelas *

Fig. 36. a

PROPOSICION XXIV.
TROREMA.,

Si dos rectas AF , BD forman con una tercera AB
"dos dngulos internos FAB , ABD, cuya suma sea menor ¢
mayor que dos rectos : dtgo que estas dos rectas AF » BD
prolongadas suficientemente se encontrardn.

Tirese AC de modo que la suma de los dngulos
CAB<-ABD sea igual 4 dos rectos.-

Pueden suceder dos casos , segun el dngulo BAF sea
menor 6 mayor que BAC, esto es, segun la suma da-
da FAB+ABD sea menor 6 mayor que dos angulos
rectos. . L :

1.° Seael éngulo BAF<BAC s

. Tirese ;por- el punto A una obliqua. qualqmeraAM,

que encuentre 4 la BD en el punto M.

~ Los dos. angulos AMB 'y MAC serin iguales , por-
que si afiadimos 4 una y otra parte una misma cantidad
MAB ~+ ABM, las dos-sumassen iguales cada una 4 dos
dngulos rectos. Sx tomamos ahora MN =AM, y tiramos
. la recta AN, el angulo AMB, externo del tridngulo
MAN,, es igual 4 la suma de los dos internos opuestos

¢Pr. 10. MAN y ANM¥. Estos son 1guales entre si_por ser

AM = AN : luego el dngulo AMB, 6 sy igual. MAC es
duplo de MAN; luego. tambien la recta divide en
dos partes iguales el dngulo CAM, y encuentra 4:1a



LIBRO L 24
BD en un punto N situado 4 la distancia MN=AM.
‘De la misima demostracion se. deduce que , si sobre la li-
nea recta BD sé toma del mismo.modo NP=AN , ha-
llaremos el punto P, donde debe ir 4 dar Ia recta que
divida en dos partes iguales al ‘angulo CAN. Se puede
por lo tanto tomar asi succesivamente la mitad, la quar-
ta, la octava parte , &c., del dngulo CAM, y las rec-
tas que verifiquen estas divisiones encontrardn 4 la BD
.en puntos cada vez mas distantes , ‘pero ficiles de deter—
.minar, pues tendremos succesivamente. MN=AM,
NP=AN, PQ=AP, &c. Se pucde notar tambien que
cada distancia del punto de interseccion al punto A no
“es cabalmente dupla de la distancia de la’ interseccion
anterior ; porque AN, por exemplo, es megor que la
.suma AM + MN;, 6 qué el duplo d¢e AM. Tenemos igual-
mente AP < 2AN AQ<2AP, y asi de los demas. Pero
si continuamos subdiviendo el angulo CAM en razon du-
pla, daremos en breve con un dngulo CA2 menor que
el dado CAF , y sera tambien cierto que- AZ prolongada
encuentra 4 la BD en un punto determinado : luego con
mayor razon la recta AF ) situada en el angulo BAZ,
encontrard 4 la BD: luego si los dos dangulos BAF y ABD
componen juntos una suma, cuyo valor sea ‘'menor que
el de dos rectos, las rectas AF  BD prolongadas sufi-
.cientemente se encontrarin.
2.° Supongamos que los dos éngulos FAB ABD Fig.36.b.
,valen juntos mas que dos rectos. .
. Prolonguese FA hicia G, y DB hacia E.
. Lasuma de los quatro angulos FAB BAG ABD
ABE seri igual 4 quatro rectos ¥ ; y si quitamos FAB— * Pr. 2.
ABD mayor que dos rectos ,.el residuo BAG -+ ABE: se-
r4 menor que dichos dos angulos rectos : luego las rectas
AG y BE, prolongadas suficientemente.,.se encontrardh.
Corolarto Por un punto dado. A no se puede tirar Fig.36.a.
‘mas que una paralela 4 la linea recta BD ; porque no
bay mas quc una recta AC, que hagala suma;de:los
4ngulos BAC+- ABD igual al valor de dos.rectds; y es<

4



26 GEOMETRIA,

Fig. 37.

* Pr, 24.

ta es la paralela que se desea; pues qualquiera otra rec-
ta AF haria la suma de estos angulos mayor 6 menor
que dos rectos: luego encontraria 4 la BD.

PROPOSICION XXV.
TEOREMA.

Si dos paralelas AB, CD estan cortadas por una se-
cante BF, la suma de los dos dngulos interiores AGO
y GOC serd igual & dos rectos. '

Porque si esta suma fuese mayor 6 menor , las dos
rectas AB, CD se encontrarian de un lado 1 otro %,y
no seran..paralelas. - R S :

Corolario I. Si el 4ngulo GOC es recto , AGO debe
serlo tambien : luego.toda recta , perpendicular 4 una de
dos paralelas , lo es tambien 4 la otra. o

Corolario II. Una vez que AGO—~+GOC vale dos 4n-
gulos rectos , y GOD+GOC tiene tambien el mismo
valor , si quitamos de ambas partes GOC , tendrémos el
dngulo AGO igual 4 GOD. Por consiguiente los quatro
4ngulos agudos EGB, AGO, GOD, COF son iguales
entre si ; lo mismo sucede con los quatro obtusos AGE,
.OGB, COG, DOF ; y al mismo tiempo si 4 los quatro
4ngulos obtusos se afiade & cada uno de ellos un angulo

udo , 1a suma compondra siempre dos rectos.

_ Escolio. Ordinariamente se dan nombres particulares
4 algunos de estos dngulos comparados de dos en dos.
Ya hemos llamado 4 los dngulos AGO, GOC internos
de un mismo lado: los BGO, GOD tienen el mismo
nombre : los angulos AGO , GOD se llaman alternos-in—
ternos , 6 simplemente alternos ; y la misma denomina~
cion se da 4 los.BGO, GOC. Los dngulos EGB y GOD
se denominan internos-externos , y en fin EGB y COF
toman el nombre de alternos-externos. Se pueden por
consiguiente mirar como ya demostradas las proposicio-
nes siguientess . - - Lo e
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1.2 Los 4ngulos internos de un mismo lado valen
juntos dos rectos. : . .
2. Los angulos alternos-internos son iguales.
3.* Los internos-externos lo son tambien.
4-* Los dngulos alternos-externos son iguales.
Reciprocamente, si qualesquiera de estos dngulos son
iguales , se puede deducir que las lineas 4 que pertene-
cen son paralelas. Sea , por exemplo, el angulo AGO =
GOD. Ya que GOC~+GOD valen dos rectos, tendre-
mos tambien AGO -+ COG iguales 4 dichos dos rectos:
luego * las rectas AG, CO son paralelas. . * Pr. 23.

PROPOSICION XXVL

TEOREMA.

" Dos rectas AB, CD, paralelas & una tercera, son Fig 38.
paralelas entre st.
Tirese la secante PQR perpendicular 4 EF,
_ Ya que AB y EF son paralelas, PR sera perpendi-
cular 4 AB¥; igualmente , por ser CD paralela & EF, #Pr. ag.
la secante PR serd perpendicular 4 CD: luego son pa~ Cor. &
ralelas, % c * Pr. 2.

PROPOSICION XXVIL
TEOREMA, |

Dos paralelas siempre equidistan entre sf.

Entre las dos paralelas AC, BD tirense 4 discrecion Fig- 39-
las dos perpendiculares AB y CD: digo .que estas dos
perpendiculares serdn iguales,

Las rectas AB, CD’, perpendiculares 4 una de las
paralelas, lo son tambien 4 la otra *; y si se levanta en *Pr. 35.
la mitad de- AC 1a perpendicular -EF , tambien la EF
serd perpendicular 4 BD ; de modo que todos los dngu-

e
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@ Pr, 23.
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losen A, E,C, B, F, D serdn rectos. Esto sentado,
digo que el quadrilitero AEFB puede sobreponerse y
coincidir con el otro quadrilitero CEFD , porque el la-
do EF es comun , el angulo AEF es igual 4 FEC, y los
lados EA, EC son iguales por construccion: luego el
punto A coincidird con C. Pero el dangulo EAB es igual
4 ECD: luego AB y CD estardn en una misma direc~
cion. Por otra parte el dngulo EFB es tambien igual 4
EFD : luego BF y DF siguen la misma direccion : luego
los dos quadriliteros coincidiran perfectamente uno con
otro, y tendremos por ultimo AB=CD. ‘.

PROPOSICION XXVIIL
TEOREMA.

Si dos dngulos BAC , DEF tienen sus lados paralelos
cada uno al suyo, y en una misma direccion , dichos dugu~
los serdn iguales. ‘

Prolonguese, si es necesario , DE hasta que encuen-
tre 4 AC en G. v S

Los dos dngufos DEF , DGC son iguales, porque
EF y GC son paralelas * ; el angulo DCG = BAC, por-
que DG es paralela 4 AB: luego el dngulo DEF = BAC.

Escolio. Se exceptia esta proposicion quando EF
y AC esten en una misma direccion , y ED en el mismo
sentido que AB ; porque si se prolonga FE hicia H, el
angulo DEH tendra sus lados paralelos 4 los de BAC;
pero estos dngulos no seran iguales, porque EH y AC
estan en direccion contraria : en este caso los dos dngulos
HED y CAB valdrian juntos dos rectos.

PROPOSICION XXIX.
TEOREMA. °

Los lados opuestos de un paralelogramo son iguales , y
lo mismo sus dngulos.
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Tirese la diagonal BD. Fig. 44.

Los dos tm.ngulos ADB, DBC tienen el lado BD
comun ; ademas , 4 causa de las paralelas AD, BC, el
dngulo ADB DBC ¥; y por motivo tambien de las pa- *Pr. ag.
ralelas AB, CD, el dngulo ABD=BDC: luego los dos
triangulos BDA y BDC son iguales * : luego el lado AB * Pr. 7.
opuesto al angulo ADB, es igual al lado DC, opuesto '
al angulo igual DBC, y tambxen son iguales 10s terceros
AD, BC: luego los lados opuestos de un paralelogramo_
son lguales

En segundo lugar, de la: 1gualdad de los mismos
tridngulos se deduce que los dngulos A, C son iguales;
y tambien que el éngulo ADC, compuesto de los dos
ADB, BDC es igual 4 ABC, compuesto de los otros
dos DBC y ABD: luego los angulos opuestos de un pa-
ralelogramo son iguales.. - - - :

Corolario. Luego dos paralelas BA yCD, compre-
hendidas entre otras dos AD'y BC, son 1guales

PROPOSICION XXX
TEOREMA. = - -\

- Sien un quadrilitero ABCD los lados opuestos son Fig. 44.
iguales yesto es , AB=CD, y AD=BC, los lados igua~
les-serdn paralelo.r y la figura serd un paralelogramo ‘

Tirese la diagonal BD. !
- Los dos triangulos ABD , BDC tendran sus tres la—~
dos respectivamente iguales : luego serdn iguales : luego’
el angulo ADB, opuesto al lado AB, es igual 4 DBC,
opuesto 4 CD ; y por lo tanto AD y BC son’ paralelas. %4 Pr. 25.
Por una razon semejante AB es paralela 4 CD: luego
el quadrilatero ABCD es un paralelogramo.

RO LR
et FY
s
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PROPOSICION XXXL

Lod

TEOREMA. ..

Fig- 44 i dos lados opuestos AB , CD de un quadrildtero son
- iguales y paralelos tambien los otros dos o serdn , y la fi-
gura ABCD serd yn paralelogramo.
Tirese la diagonal BD.

. Por ser AB:y CD paralelas, los dngulos. alternos
* Pr. 25. ABD, BDC son 1guales* ademas , el. lado AB=DC,
y DB comun: luego los dos tridngulos ABD y DBC son
* Pr. 6. iguales *: luego el lado AD=BC, el angulo ADB=
v DBC, y por consiguiente AD es paralela aBC: luego.

la ﬁgura ABCD es un paralelograrno

PROPOSICI ON XXXIL

., .. TEOREMA.
Fig. 4s. Las dos diagonales AC, DB de un paralelogramo se
cortan mituamente en dos :partes iguales en el pun—
to O.
' Porque si comparamos el tnangulo ADO con el
tridngulo COB , tendremos el lado AD=CB,, el dngu-
#Pr.as. J[o ADO= CBO ¥,y el dangulo DAO= OCB luego. es—-
*Pr.7- tos dos tridngulos son 1guales * 1uego AO, lado opuesto
al dngulo ADO, es igual 4 OC opuesto a OBC luego
tambien DO= OB
. Escolio. En el losango son iguales los lados AB y BC,
- y-por- eso los tridngulos AOB, OBC, cuyos tres lados
sen respectivamente iguales , son tambien iguales ; de
donde se deduce que el dngulo AOB=BOC , y que asi:
“las dos diagonales del losango se cortan mutuamente en
angulos rectos.
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. .

EL CIRCULO Y LA MEDIDA DE LOS ANGULOS.
. A-D';F‘I}"IIC‘I‘OM}S{- X

) X . - .
L La circunferencia del cfrculo es una linea curva, Fig. 46.
cuyos puntos equldnstan todos de otro. interior , llama..
do centro. ’
: Llamase cxrculo el espacno quei abraza esta lmea curva. ‘

N B Algunas veces confundimos el circulo con’ ku circunfe-
rencia ; pero es muy facil dar 4 cada una de estas voces su valor,
acordandose que el circulo es una superficie, que tiene longitud y
latitud , y la circunferencia es una ]inea.

1. Toda recta CA, CE, CD &e., tlrada det cen-
tro 4-la circunferencia, se lla‘ma radto d -semididmetro;,
"y toda recta , que pasa, como AB:, por el centro, ter~
minindose por ambas partes en la cnrctinferenua » se lla~
‘ma- didmetro.

Segun la definicion del circulo todos los radios son
iguales, y lo son tambien todos los didmetros, siendo
duplos de los radios.

III. Se llama arco una porcion de circunferencia
qualquiera como FHG.

La cuerda 6 subtensa del arco, es la recta FG, que
une sus extremos.
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Fig. 47.

Fig. 48. .
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IV. Segmento es la superficie 6 porcion de circulo
comprehendlda entre el arco y la cuerda.

e RIS L N NN Cen ‘e

"N.B. A una misma cuerda FG corresponden siempre dos ar=
cos FHG , FEG, y por consiguiente tambien dos segmentos ; pe-
ro siempre se supone que se {rata del mas pequeﬁo 4 ménos que
no se advierta lo contrario.

V. Sector es la parte del circulo comprehendlda en—
tre un arco DE y los dos radios CD , CE tirados 4 sus
extremos.

VI Se llama linka inscrita en el civeglo aquella, ep-
yos extremos estan en la circunferencia , como AB; An-
gulo inscrito, todo el que , como BAC, tiene su vértice
en la circunferencia s y cuyos lados,son dos cuerdas.

Tridngulo inscrito , un tridngulo como ABC, cuyos
tres angulos tienen sus vértices en la circunferengia.

'Y en general , figura inscrita toda la que tiene' los
-vértices de sus angulos en la circunferencia ; y en este
caso se dice que el circulo estd circunscrito 4 esta fignra.;

VII. - Se denomina secante toda.regta.que encuentra
4 1a circunferencia en dos' puntos , teniendo parte fuera
de ella, tal. es AB.. , ;. o

VIII. Tangente es toda recta que solo toca 4 la cir-
cunferencia en un punto , como CD. El punto comun M
se denomma punto de contacto.

» ;, Igualmente son. tangentes; dos circunferencias,
qu:mdo no tneqen mas que un, solo punto de contgcyo.

‘" X. . Un poligono esta circunscrito d un circulo, quan~
»do todos sus lados son tangentes 4 la ctrcunferenma >y ¥
en este caso se dice tambien que el circulo estd inscrito
enelPthono' T O T

A
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'PROPOSICION PRIMERA.
TEOREMA.

Todo didmetro AB divide al circulo y d su cireunfe- pig, 49,
rencia en dos partes iguales.

Porque si sobreponemos la figura AEB 4 la AFB,
oonserva.ndo la base AB, serd menester que la linea cur-
va AEB caiga exictamente sobre la.otra curva AFB;
pues de no ser asi, habria en una 4 otra puntos que no
equidistarian del centro , lo qual repugna contra la de-
finicion del circulo.

|

. PROPOSICION IL
TEOREMA.

Toda cuerda es menor que el didmetro.
. A losiextremos de la cuerda AD tirense los ra.dios Fi
AC, CD. & 49
- Téndremos la linea recta AD<AC-|—CD & AD
‘menor que AB.

Corolario. Luego el didmetro es la recta mayor que )
. .se puede insctibir en un. cm:ulo 6 el didmetro es la o

mayar de bodaslas cuerdas : C v i
A PROPOSICION HL
TEORE.MA. _'

Una recta qhialquicra’ no puede. etictntrar & la circun—
fereficia mas que en dos puntos.
Porque si la encontrara enitres, estos tres puntos
equidistarian del centro , y seria entonces posible tirar
desdé up migmo punto émna recta:dtras tres 1guales s lo
Wlesmabsu(d@* IEVERLU IS SR I 1. \'P’ 16,
H
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PROPOSICION 1V.
TEOREMA.

En un mismo circulo , 6 en circulos iguales las cuer-
das iguales subtenden arcos iguales , y reciprocamente 4
arcos iguales corresponden cuerdas iguales.

Siendo los dos radios AC, EO iguales , y tambien
los arcos AMD y ENG: dlgo que la cuerda AD serd
igual 4 EG.

Porque siendo iguales los dos dismetros AB, EF, el
semicirculo AMDB podri sobreponerse y comc1d1r con
el otro semicirculo ENGF, y la linea curva AMDB
ajustara perfectamente con la linea curva ENGF. Pero
suponemos la porcion AMD igual 4 la porcion ENG:
luego el punto D coincidird con G, y las dos cuerdas
AD, EG seran iguales.

Reclprocamente suponiendo siempre el radio AC=

- EO, si la cuerda AD=EG: digo que el arco AMD se-

ra 1gual al arco ENG.

Porque una vez tirados los radios CD, OG os dos
triangulos ACD y EOG tendrin sus tres lados respecti-
‘vamente iguales , esto es, AC=EO, CD=0G, AD=
EG.: luego -estos . tnangulos son. 1gua1es*, 'y por cqnsi«
guiente el dngulo ACD=EOG. Pero sobreponiendo el
semicirculo ADB 4 su igual EGF, ya que los dngulos
ACD y EOG son 1guales, es claro que el radio CD
caeri sobre OG, y el punto D sobre G: luego los arcos
AMD y ENG son iguales. -

— e PRQPOSIGION V.
R ‘TBOREMA ‘ A
Bnm mtfmo cimdo, 6 en. cbmlo; tgmale: .al mm-

yor arco corresponde mayor cuerds y-y qr&mprocamen;c
?
“
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( siempre que los arcos sean menores que una semlcu-
cunferencia ).

Sea el arco AH mayor que AD.

Tirense las cuerdas AD y AH, y los radios CD, CH.
. Los dos lados AC, CH del triangulo ACH son lgua- Fig. go.
les 4 los otros dos AC CD del triangulo ACD ; el dn- -
gulo ACH es mayor que ACD :luego * el tercer lado yp, ,,
AH es mayor que su correspondiente AD: luego 4 ma~ Lib. 1.
yor arco corresponde mayor cuerda.

Reciprocamente , si suponemos la cuerda AH mayor
que AD, se deducird de los mismos triangulos que el
dngulo ACH es mayor que ACD , y por lo mismo tam-
bien el arco AH mayor que

Escolio. Suponemos que los arcos de que tratamos
son menores que una semicircunferencia. Porque si fue-
ran mayores , se verificaria la propiedad contraria ; au-
mentando el arco disminuird la cuerda, y al reves. Asi,
como el arco AKBD es mayor que AKBH , la cuerda AD
del primero es menor que la cuerda AH del segundo.

PROPOSICION VL
TEOREMA.

El radio CG, perpendicular 4 una cuerda AB, divi-
de d esta cuerda y al arco AGB que subtende en do: par~
tes iguales.

Tirense los radios CA, CB. -

Estos radios son , respecto 4 la perpendlcular dos
obliquas iguales : luego eqmdxstan de la perpendncular *: *Pr. 16.
luego AD=DB. Lib. .

En segundo lugar , por ser AD= DB GCes una
perpendicular levantada en la mitad de AB luego * to- #17. 1.
dos sus puntos deben equidistar de los extremos A , B..
El punto G es uno de ellos : luego la distancia AG = GB
Pero si las dos cuerdas AG, GB son iguales, sus arcos
respectivos AG, GB debqn serlo. tambien % : lyego. el

Fig. g1,

o4



36 GEOMETRIYA.

radio CG, perpendicular 4 la cuerda AB, divide al ar-
co que dicha cuerda subtende en dos partes iguales en el
punto G.

Escolio. El centro C, el punto D mitad de la ‘cuer-
da AB, y G mitad del arco que subtende , son tres pun—
tos situados en una misma recta perpendicular 4 la cuer-
da. Pero es asi que bastan dos puntos para determinar
fa posicion de una recta : luego toda recta , que pase por
dos de los mencionados puntos, pasard indefectiblemen-
te por el tercero, y serd perpendicular 4 la cuerda. -

Dedicese de aqui que la perpendicular levantada en
la mitad de una cuerda , pasa por el centro, y por el
medio del arco que dicha cuerda subtende.

Porque esta perpendicular es l1a misma que se podria
tirar del centro 4 la cuerda, pues dmbas pasan por el
medio de esta. : ;

PROPOSICION VIL

TEOREMA.

Por tres puntos dados A, B, C, como no esten en li-
nea recta , se puede hacer pasar siempre una circunferen-
cia ; pero solo puede pasar una. :

Tirense las rectas AB , BC, y dividanse en dos par~
tes iguales con las perpendiculares DE , FG: digo des-
de luego que estas perpendiculares se encontraran en un
punto O.

Porque las rectas DE, FG se cortarin por preci-
sion si no son paralelas. Pero supongamos que lo son:
la recta AB, perpendicular 4 DE, lo serd tambien 4

#,4 1 FG*, y el angulo K seria recto ; pero BK , prolonga-
cion de BD, es diferente de BF , pues los tres puntos

A, B, C no estan en una misma linea recta : luego ha-

*Pr. 1g. bria dos perpendiculares 4 una misma linea tiradas
Lib. 3. desde un mismo punte, lo que es imposible ¥ : luego

Fig. ga.
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las dos perpendiculares DE , FG se cortardn siempre en
un punto O. :

Este punto , como perteneciente 4 la perpendicular
DE, est4 4 igual distancia de los dos A, B ¥ el mismo
punto , como parte de la perpendicular FG, equidista
de los dos B, C: luego las tres distancias OA , OB, OC
son iguales : luego la circunferencia descripta desde el
centro O, y con el radio OB, pasard por los tres pun~
tos dados A, B, C. '

Ya est4 probado que se puede hacer pasar , siempre
que se quiera, una circunferencia por tres puntos, que
Do esten en linea recta : digo ademas que solo se puede
hacer pasar una.

Porque si hubiera otra segunda circunferencia , que
pasase por los tres puntos dados A, B, C, su centro no
podria estar fuera de la recta DE %, pues entonces no
equidistaria de los puntos A, B ; tampoco podria estar
fuera de la recta FG., por upa razon semejante : luego
estaria 4 un tiempo en las dos rectas DE , FG. Pero es
asi que dos lineas rectas solo pueden cortarse en un pun-
to : luego por tres puntos dados solo puede pasar una
circunferencia. :

Corolario. Dos circunferencias no pueden encontrar-
se en mas de dos puntos; porque si tuvieran tres pun~
tos comunes, tendrian un mismo centro , y dmbas se
confundirian en una sola. -

PROPOSICION VIIL
TEOREMA., |
Dos cuerdas iguales distan igualmente del centro , y

de dos cuerdas desiguales , uquella dista mas del centro,
que es menor. . o

*Pr. 1.
Lib. 1.-

* Pr. 18,
Lib. 1.

1.° Sea la cuerda AB:DE; | ‘Fig. g3.

Dividanse estas cuerdas en dos partes iguales con las
perpendiculares CF, CG, vy tirense los radios CA, CD.



# Pr, 16.
Lib. 1.

* Pr. g.

# Pr. 16.
Lib. 1.

Fig. ¢4.

# Pr. 16.
Lib. 1.

* Def. 8
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Los tridngulos rectangulos CAF, DCG tienen las hi-
potenusas CA, CD iguales ; ademas , el lado AF , mi-
tad de AB, es igual 4 DG, mitad de DE : luego estos
tridngulos son iguales ¥, y el tercer lado CF del uno es
igual al tercero CG del otro : luego 1.° las dos cuerdas
iguales AB , DE equidistan del centro.

2.° Sea la cuerda AH mayor que DE, el arco AKH
serd tambien mayor que el arco DME ¥, Sobre el arco
AKH témese la parte ANB=DME, tirese la cuerda
AB, vy tiresele a esta la perpendicular CF, y 4la AH
la CI. Es claro que CF es mayor que CO, y CO ma-
yor que CI *: luego con mucha razon seri CF>CL
Pero CF es igual 4 CG, pues las cuerdas AB, DE son
iguales : luego tenemos CG>CL Luego finalmente de
dos cuerdas iguales es la menor la que dista mas del
centro.

PROPOSICION IX.
TEOREMA,

Toda recta BD, perpendicular en el extremo de un
radio CA , es tangente d la circunferencia.

Porque toda obliqiia CE es mas larga que la perpen-
dicular CA * : luego el punto E est4 fuera del circulo,
y la linea BD no tiene mas que el punto A comun con
la circunferencia : luego BD es una tangente. ¥

Escolio. Por un punto dado A no se puede tirar mas
que una tangente 4 la circunferencia ; porque si pudiese-
mos tirar otra, esta no seria perpendicular al radio CA:
luego con relacion 4 esta nueva tangente , dicho radio
seria una obliqiia , y la perpendicular , tirada desde el
centro 4 esta tangente , seria mas corta que CA : luego
esta pretendida tangente entraria en el circulo, y seria
secante,
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PROPOSICION X.

TEOREMA.

Dos arcos de la circunferencia como MN , PQ, inter-
ceptados por dos paralelas AB , DE ,. son xguale:

Pueden suceder-tres casos,. : '

1.° Si las paralelas son secantes:, tirese el radio CH
perpendlcular 4 la cuerda MP.

Este radio sera al’ mismo tiempo perpendlcular é la
NQ paralela 4 la MP *: luego el punto H serd 4 un tiem-
po medio del arco MHP, 'y del arco NHQ *. Tendremos,
pues , el arco MH=HP , y el arco NH= HQ de don-
'de resalta ‘MH — NH=HP-—HQ, esto es MN_PQ

2.° Si de las dos’ paralelas AB, DE la una es secan~
te , y la otra tangente , tirese al punto de contacto H el
mdlo CH.

 Este radio seri perpendicular 4 la tangente DE¥,

* Pr. 26.
Lib. 1.
* Pr. 6.

*Pr. 9.

y ‘tambien 4 su paralela MP. Pero por ser CH perpendx— o
cular 4 la:icuerda MP, el punto H es mmitad del arco '

MHP : luego los arcos MH , HP ;' comprekendidos en-
tre las paralelas AB, DE, son 1guales :

3.° Enfin,si las dos paralelas DE, LI son tangen..
tes, la una en H » ¥ la otra en K, itirese. la secante pa-
ralela AB.

Segun lo- qh¢. acabamos de - .demostrar , tendremos
MH=HP, y MK=KP: luego el arco entero HMK=
HPK, y se ve ademas:que cada uno de estos arcos es
una semlclrcunferencm

. ’\_’>\, iz J‘ T ‘V'

TR PROPOSICIONnXI‘ -

L SR 7,4!\:.',-.
" TEOREMA. -
: Lo . N B LTS,
St do: w»lrcanfermms‘ se-cortiiven dwpunm - la rectid
que pase perosus cémbrab sord-perpendientaroi ke ouierda que

.l.

\
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une los puntos de mtersecaon , y la dividird en dos partes
iguales.

Porque la recta AB, que une los puntos de inter-
seccion , es una cuerda ‘comun & ambos circulos , y si en
el medio de esta cuerda se levanta una perpendicular,
debe pasar esta por los dos centros Cy D*. Pero por
dos puntos dados no se ‘puede tirar mas que una linea
recta : luego la que pasa por los centros serd perpendi-
cular' 4 la cuerda comun., dividiéndola en dos partes
iguales.

PROPOSICION XIL

TEOREMA, '

Si la distancia entre dos centros es mas corta que la
suma de los radios , y al mismo tiempo'el ‘radio mayor
es menor que la suma del mas pequetio 'y de la d:stancta
* entre los centros , los dos circulos se cortardn. :

‘Porque ;para que se verifique 1a interseccion ,-es pre-
. ciso que sea posible el tridngulo CAD, Es menestey,
-pues ,..no. solo que CD sea <AC+AD, sino tambien
que el radio mayor AD sea <AC—+CD. Pero es eviden~
" te, que siempre que se pueda construir el triingulo CAD,
las dos circunferencias descritas desde los centros C,
D,secortardnenAyB. i o i S

¢

. PROPOSICION . XHL| Y

Lt L voroa
I A o .' ,,'. o ot

, -.L- DU TEOR‘EMA. ‘ Sy catd

ol . P |

Si la distancia CD qhtre los centros de dos chreulos es
igual 4 la suma’dé sus'vpdios AC ,' ALY, estos dos circulos
serdn tangentes exteriortpente. '
Es claro que tendrif el punto A comun ; pero ten—
drin solo este punto, porgque para que tuviesen dos pun-
t0s . comunesy: sexia unensstersquei la -distandia . entre los
ceptros fupset meron-ue-ia.sups. de doe radios, . . i

18
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PROPOSICION XIV.
TEOREMA.,

Si la distancia CD entre los centros de dos circulos es
igual & la diferencia de sus radios CA , AD , estos dos
circulos serdn tangentes interiormente.

Es claro desde luego que tienen el punto A comun,
¥y que no pueden tener otro; porque para esto seria
menester que el radio mayor AD fuese menor que la

Fig. Go.

suma del radio AC y de la distancia CD de los centros¥, *Prop.13.

lo que es imposible.

Corolario. Luego si dos circulos son tangentes exte-
rior O interiormente , los centros y el punto de contac~
10 estan en una misma linea recta.

Escolio. Todos los circulos, cuyos centros estan en la
recta CD , y que pasan por el punto A, son tangentes
unos 4 otros , y solo tienen comun dicho punto A. Y si
por este punto se tira la AE perpendicular 4 CD, la
recta AC serd una tangente comun 4 todos estos circulos.

PROPQSICION XV.
TEOREMA.

En un mismo circulo , 6 en circulos iguales , los dngu~
los iguales ACB, DCE , cuyos vértices. estan en el centro,
interceptan en la circunferencia arcos iguales AB , DE,

Reciprocamente , si los arcos ABy DE son iguales,
los dngulos ACB , DCE lo serdn tambien. .

Porque 1.° Si el dngulo ACB es igual 4 DCE , estos

Fig. go.
y 6o.

Fig. 6.

dos dngulos podran sobreponerse uno 4 otro, y como sus

lados son iguales , es claro que el punto A caer4 en D,

y B en E. Pero en este caso tambien el arco AB debe

coincidir con el arco DE ; porque si estos dos arcos no

se confundiesen en uno solo, habria en uno 6 en otro
: 6



Fig. 62. -

. %13
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puntos que no equidistasen del centro, lo que es impo-
sible : luego el arco AB es igual al arco DE.

2.° Si suponemos AB=DE : digo que los dos dngu-~
los ACB y DCE serin iguales. Porque si no lo son, sea
ACB el mayor , y tomese ACI=DCE. Tendremos, se-
gun lo que se acaba de demostrar, AI=DE ; pero
por suposicion el arco AB=DE: luego AI=AB, ¢ la
parte igual al todo , lo que es un-absurdo : luego el dn-
gulo ACB-* DCE.

PROPOSICION XVI
TEOREMA.

En un mismo circulo , 6 en circulos iguales , si dos dne
gulos del centro ACB, DCE estan entre si én razon de
dos niimeros enteros , los arcos interceptados estardn en la
misma razon ,y tendremos esta proporcion. - -

Angulo ACB: 4ng. DCE :: arco AB: arc. DB.

Supongamos , por exemplo, que los dngulos ACB,
DCE siguen la razon de 7 4 4 ; 0 lo que es lo propio,
supongamos que el dngulo M, que hace veces de co-
mun divisor , es siete veces menor que el dngulo ACB,
y quatro veces menor que el angulo DCE. Siendo iguales
entre si losngulos parciales ACm, mCn, nCp, &c., DCx,
xCy , &c., los arcos parciales Am, mn, np, &c., Dx,
Xy , &c. lo seran tambien* : luego el arco total AB serd
al arco total DE , como 7. 4 4. Pero ‘es evidente que lo
mismo se verificaria poniendo en lugar de 7 y 4 otros
ndmeros qualesquiera : luego si se puede expresar en
ndmeros enteros la razon de los angu10s ACB, DCE,
los arcos 'AB, DE estaran en la misma razon’ que dl-
chos dngulos. - '

Escolio. Recnprocamente si los arcos AB, DE si-
guen la razon de dos nameros enteros, los anguloe ACB,
DCE estardn en la misma razon, y siempre se veriﬁca—-
ra ACB: DCE:: AB: DE; porque los arcos parciales
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Am, mn, &c., Dz, xy, &c. son iguales , y deben ser-
lo por consiguiente los angulos parciales ACm, mCn , &e.
DCx, xCy, &c: oo

PROPOSICION XVIL
TEOREMA.

Sea qual fuere la- razon entre -dos dngulos ACB, Fig. 63.
ACD, siempre serd la misma que la de sus arcos AB, ‘
AD , interceptados entre sus lados ., y descritos desde sus
wértices como centros con radios iguales.

Supongamos el dngulo. menor puesto en el mayor.
Si no-se verifica la proporcion mencionada , el dngulo
'ACB ser4 al dangulo ACD como el arco AB es 4 un arco
mayor 6. menor:que, AD. Supongamos que sea mayor, y
representémosle por AO ; tendremos .

Ang. ACB: ing. ACD:: arc. AB: arc. AO.

Imaginemos dividido el arco AB en partes iguales,
cada una de las quales sea:menor que DO ; habrd 4 la
ménos un, punto de division entre D y O. Sea I este pun-
to, y tirese CL. Los arcos AB, Al seguirdn la razon de
dos niimeros enteros , y tendrernos en virtud del teorema
anterior:

. Ang. ACB : 4ng. ACI:: arc, AB: arc. AL
,* - Notese que en estas dos prdporciones son los mismos
flos antecedentes, y por consiguiente .}os consecuentes
seran proporcionales, y asi: ... ° ¢ oo oo

Ang. ACD: 4ng. ACL:; arc. AO: arc. AL

Pero el arco AO es. mayor que el arco Al : luego se-
ria menester , para que.subsistiese la proporcion , que el
-angulo ACD.fuese mayor.que el ingulo ACI; pero es
.asi que es menor: luego es imposible:que el angulo ACB
sea el dngulo ACD, como el arco AB es 4 un arco mayor
que AD. -

Por un método enteramente parecido se demostra-
ria que el quarto término de la proporcion no puede ser
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menor que AD: luego es el mismo AD, y tenemos l1a
Pproporcion. :

Ang. ACB: 4ng. ACD:: arc. AB: arc. AD.

Corolario. Ya que el dangulo formado en el centro del
circulo, y el arco interceptado por sus lados tienen tal
conexion entre si, que quando uno de ellos aumenta 6
disminuye en una razon qualquiera , tambien el otro au~
menta 0 disminuye en la misma razon , podemos esta~
blecer una de estas cantidades para medida de la otra;
asi tomaremos en adelante el arco AB para medida del
dnguto ACB. Lo unico que hay que observar al compa~
rar los dngulos entre st es , que los arcos que les sirven
de medida esten descritos con radios iguales; porque
er este supuesto hemos tratado todas las proposiciones
anteriores. '

Escolio k. Parece mas natural medir una cantidad por
otra de su misma especie , y baxo este principio conven~
dr4 comparar todos los angulos al recto. De este modo,
siendo el 4dngulo recto la unidad de medida , un ingulo
agudo se expresaria por urr nimers comprehendido entre
©y 1, yunobtuso por otro comprehendido entre 1 y 2.
" Pero este modo de expresar los dngulos no seria muy cé-
modo para el uso ; se ha vistg que es mas sencillo me-
dirlos con arcos de circulo, por lo ficil que es hacer ar-
cos iguales 4 arcos dados , y- por otras muchas razones.
Por lo demas , si la medida de los dngulos por arcos de
circulo es en cierto modo indirecta , es sumamente faeil
sacar por este medio la medida directa y absoluta ; porque
comparando el arco que mide 4 un angulo con el qua-
draate de la circunferencia , tendremos la razon del 4n-
gulo dado al recto , que es la medida absoluta. .

Escolio II. Quanto ‘se ha demostrado en Ias tres pro-
posiciones antecedentes para la comparacion de los dn-
gulos con los arcos , se verifica igualmente en la de los
sectores con los arcos ; porque los sectores son iguales
quando lo son los dngulos, y generalmente son propor-
cionales 4 estos : luego dos sectores ACB , ACD , toma-
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dos en un mismo circulo 6 en cfrculos iguales , estan entre
si como los arcos AB, AD, bases de estos mismos sectores.

Aqui se ve que los arcos de circulo, que sirven pa-
ra medir los 4ngulos , pueden servir tambien para me-
dida de los diferentes sectores de un mismo circulo, 6
de circulos iguales. '

_PROPOSICION XVIII.
| ' TEOREMA. |

El dngulo inscrito BAD tiene por medida la mitad Fig. 64
del arco BD comprehendido entre sus lados. :
Supongamos desde luego que el centro del circulo
esté situado en el angulo BAD. S
Tirese el didmetro AE , y los radios CB, CD. -
El 4ngulo BCE, externo del tridngulo ABC, es
igual 4 la suma de los internos CAB, ABC*; pero # a0, 1.
siendo isosceles el tridngulo BAC, el dngulo CAB=ABC:
luego el angulo BCE es duplo de BAC. El dngulo BCE,
como 4ngulo del centro , tiene por medida. el arco BE:
luego la medida del 4ngulc BAC serd la mitad de BE. -
Por una razon semejante ; el 4ngulo CAD tendrd por
medida la mitad de ED: luego BAC+CAD, 6 BAD
tendra por medida la mitad de BE+ED, 6 la mitad
de BD. ' . :
Supongamos en segundo lugar que el centro C estd
fuera del angulo BAD. :
Tirando en tal caso el didmetro AE, el dngulo Fig. 6s.
BAE tendri por medida la mitad de BE, el angulo
DAE la mitad de DE : luego su diferencia BAD ten~
drd por medida la mitad de BE ménos la mitad de ED,
6 la mitad de BD. :
Luego la medida de qualquiera dngulo inscrito es
la mitad del arco que abrazan sus dos lados.
] (;orolario I. Todos los 4ngulos BAC, BDC, &c., Fig. 66.
inscritos en el mismo segmento, son iguales, porque



Fig. 67.

Fig. 66.

Fig. 68.

Fig. 69.
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tienen por medida la mitad del arco BOC,

II. Todo -ingulo BAD, inscrito en el sem1c1rculo,
es un 4ngulo recto , porque tiene por medida la mitad
de la semicircunferencia. BOD, 6 .la quarta parte de t0-
da la ciccunferencia. ... Hety

Para demostrar esto mismo de otrg- modo, tirese ¢]
radio AC. Por ser isosceles el triangulo BAC, el dngu~
lo BAC=ABC ; tambien es isosceles el mangulo CAD,
luego el dngulo CAD=ADC : luego BAC+ CAD, 6
BAD=ABD + ADB; pera si los dos angulos B y D del
triangulo ABD valen juntos el tercero BAD, los tres

;i valdran dos veees el angulo BAD ;. valen ademas dos

rectos : luego el dngulo BAD es un angulo recto.
III. Todo dngulo BAC, inscrito en. un segmento
mayor que el semicirculo y es agndo, porque su medida
es la siitad del ancp. BOC menor que una semicircun-
ferencia. -

Y -todo angulo BOC , inscrito en un segmento me-
nor que el semicircilo, es un dngulo obtuso, porque
tiene por medida la. rmtad del arco BAC mayor que
una semicircunferencia,

IV.. Los angulos opuestos, A y C de un quadrllatero
inscrito ABCD valen juntos dos rectos., porque la me—
dida del dngulo BAD es la mitad. del arco BCD,

del angulo BCD es la mitad del arco. BAD: luego los
dos angulos BAD, BCD tienen juntos por medida la
mitad de la c1rcunferenc1a : 1uego su. SWna; vale dos
rectos. Lo LR

PROPOSICION Xix.
TEOREMA... ‘

El dngulo BAC, formado por una tangente j una
cuerda , tiene por medida la mitad del arco ADC com~
prehendido entre sus lados.

Al punto de contacto A tirese el didmetro AD.
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“El'dnjguloBAD es recto* , y tiene por medida la wp, o
mltad de la semicitcunfereticia AMD ;‘la' medida ‘del
dngulo verdadero DAG es da mitad de DC: luego la
medida de BAD~:DAC, 6 de-BAC es la mitad de
AMD mas'la ‘mitad de DC ¢ la mitad del arco ente—
ro ADC.:
Igualmente se’ demostrana que la medtda del 4ngu~
lo CAE es la mitad del arco -AC, que:sus ‘lados
abrazan.

R SR KIS

Problemas relativos d los dos primeros libros. -
- P Y o o
o «PKOBLEMA L »

Drvzdxr la recta dada AB en do.r parte: zguale: Fig. 70.

Desde los puntos A y B, como centros , con un ra-
dio mayor que la mitad 'de- AB ‘describarise- dos arcos
que se-corten en D, cayo p(;mto equidistard de Ay B;
sefialese ademas encima ¢ debaxo de la ‘linea AB un se-
gundo punto E igualmente distante de A y B, y tirese
por los dos puntos D, E la recta DE: digo que DE
cortard 4 la linea AB en dos partes iguales en el punto C

Porque equidistando cada uno de los pumtos Dy E < -
de los extremos A y B, deben hallarse ambosien la
perpendicular ‘levantada 'envla.mitad’“dé* AB. Pero por
dos puntos dados solo puéde pasar una linea recta-: lue+
go la linea DE sera esta mistna perpendicular, que cor-
tadla AB en:dos - paxtesuguales en el punto G,

L4 PR ;.r'_\,l‘)’.‘---
= i PROBLEMA IR b
. l t, . ': [ A T
Por un _punto A dado en la lmea AB levantar una F:g. 7.
perpendicular d dzcha linea,
Toémense- los puntos B y Ci. 1gual distancia de A;
desde ellos , como centros, y con un radio mayor ‘que



Fig. 713.

Fig. 73.
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‘BA, tricense dos arcos que se corten en D, y tirese

finalmente AD, que serd la perpendxcular que se pide.
Porque el punto D, por estar 4 igual distancia de
B y de C,, pertenece 4 la perpendicular levantada en
la mitad de BC: luego AD es esta perpendicular.
Escolio. Esta misma construccion sirve para hacer
un dngulo recto BAD en un punto dado A en una li-
nea determinada BC.

PROBLEMA III

Tzrar una perpendicular ¢ una recta dada BD de:de
us punto A, fuera de ella.

Desde el punto A, como centro, y con un radio
suficiente, tricese un arco que . corte 4 la linea BD en
dos puntos B y D; sefidlese luego un punto E , equi-
distante de By D, y tirese AE, que serd la perpen-
dicular pedida.

Porque los dos puntos A y E estan. cada uno 4
igual distancia de B.y D: luego la recta AE es per-
pendicular en la mitad de BD. .. ,

PROBLEMA Iv.

En el punta A de la linea AB formar un dngulo igual
al dado K.
" Desde el vértice K, como centro, y con un radio
arbitrario , describase el arco IL, terminado en los dos
lados del angulo desde el punto A, como centro, y
con un radio AB=KI, tracese el arco indefinido BO.
Toémese luego un radio igual 4 la cuerda LI, y desde
el punto B, como centro, tricese con este radio un ar-
co que corte en D al arco indefinido BO ; tirese final-
mente AD, y el dngulo DAB ser4 lgualaldadol(. :

Porque los dos arcos BD, IL tienen radios y cuerdas

# 4 4. iguales: luego son iguales * » 'Y por consiguiente el an—

gulo BAD=IKL.
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JPROBLEMA V.

v, - Dividir un dngulo 1. ar¢o dado en dos partes iguales.
1. Si se trata de dividir el arco AB en dos par-
tes iguales , desde los puntos A y B, como centros , y
con un mismo;radio , tricense dos arcos que se cortgm
en D ;. per ek punto D y el centro C tirese CD, que
cortard al arcoAB en dos partes iguales en el punto E.
- Porque los dos puntos C y D estan cada uno igual-
mente distantes de los extremos A y B de la cuerda
AB : luego la linea CD es perpendicular en la mitad de
esta cuerda : luego divide al arco AB en dos partes
iguales en el punto E. % . . )
2.° Para dividir el angulo ACB en dos partes igua-
1es, empezaremos trazando desde:el vértice C, como
«centro, el arca AB, y lo demas, como acabamos de
decir. Claro estd que la linea CD dividira al dngulo ACB
en dos partes iguales. A
Escolio. Esta misma construccion puede servir para
dividir cada una de las mitades AE, EB en dos partes
iguales ; de este modo.se dividird un arco ¢ dngulo por
subdivisiones succesivas en quatro, ocho, diez y seis, &c.
partes iguales. ,

PPN ‘- P .

PROBLEMA VL RS

: oL SERY : , LR
. Por.un punto dado A tirar una paralela’ & la linea da-
da BC. . Co Co
Desde el punto A , como centro, y con un radio su-
ficiente , trdcese el arco indefinide EO. Desde el punto
E, como centro , describase con el mismo radio el arco
AF, tbmese ED=AF, y tirese. AD , que serd la para~
lela pedida. :
Porque tirando AE, vemos-que los dngulos alter-
nos AEF , EAD son iguales : luego las rectas AD , EF
son paralelas. ¥ o

7

. . , R

7

Fig. 74.

_* 6. ?s i

Fig. 73.

- ®ag. 3,
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Fig. 77.
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P

PROBLEMA VIIL

Dados dos dngulos A yBenun trzangulo hallar el
tercero. ' .
- Tirese la lmea indefinida DEF ; hagase en el pun-'
to E el iangulo DEC=A, y el dngulo CEH=B: digo
que el dngulo restante HEF sera el tercero pedido. .

Poryue estos tres angulos valen juntos.dos rectos; .«

PROBLEMA VIIL - - g

Trazar un tridngulo , dados sus dos lados B y C, y
el dngulo comprehendido A.

Habiendo tirado la linea indefinida DE hagase en
el punto D el dngulo ‘EDF=A, tomese despues DG=
B, DH=C, y nrese GH DGH seri el tridngulo
ped1d0 B

PRO BLEMA IX.

o : : . .

Descrtbtr un trzangulo dado on lado ¥ dos angulos; -

"Los dos angulbs dados serdn , 6 ainbos adyacentes
al lado dado, 6 adyacente el uno , y opuesto el otro. En
este ultimo caso busquese el tercero, y tendremos de
este modo los dos dngulos adyacentes. Esto sentado, ti-
rese la recta DE igual al lddo dado'; higase en el pun-
to D el dngulo EDF igual 4 uno de los adyacentes, y

. en el punto E el 4angulo DEG igual al otro ;las-dos li-

Fig. 79.

neas DF, EG se cortaran en H , y DEH seri el tridn-
gulo pedldo '

PR'OBLEMA X - - i
Trazar un tridngulo ‘dados sus tres Iados A B, C.
Tirese DE igual al lado A ; desde el punto E co~

mo centro, y con un radio 1gua1 al segundo lddO B,
describase un arco. Desde el punto D, como centro, y

- con un radio igual al tercer lado C, describase otro
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arco , que corte al primero en F ; tirese DF, EF, y
DEF sera el tridngulo pedido.;

Escolio. Si uno de los lados fuese mayor que la
syma de los.ptros dlos, no se.cortarian 'los arcos; pe- :
ro.siempre . serd . posible. la resolugxon, con tal que la
suma de dos lados qualesquiera sea mayor que el
tercero. - . . L -

——

P AU )RROBLEMA XI
‘.' Tfazaﬁ w fqanguloudados do: lado: A y B, y el
dngulo. epuesto C.  ©
Hay dos casos: 1.°, si el angulo C es-recto ob-
tuso , bégase igual & ¢l el.dngulo EDF ; tomese . DE=
Ay desde el punto E., como. centro , y con iun -fadig i -t *
igual al lado:dado- B : tricese 'un arco ,'que- corte-en: )
4 la .linea DF ; tirese EF, ) y DEF sera el tnangulo
pedido,. Lo
En este pnmer caso es menester que e1 lado B sea
mayor que A, porque siendo recto: @ obtuso el 4ngulo
C,es el mayor de los dngulos del trlangulo luego el
lado, apueato\debe ser:tambien el mayor. - . . R
12.° Siel dngulo Ces agudo y B es mayor que A, Fig. 8r.
se verifica la misma. consjruccnon , Yy es DEF el tnangu-
lo pedido.,. . ... .. T
i, ;Rerosi, siendo agudo eﬂ angulo C, el fado B es.me- Fig. 8a.
nor: que A, entonees gl iarco descrito. desde el: centre
E con el radio EF=B, cortaré al lado DF en dés pun-
tos F y G, situados 1al ‘mismo lado de D : luego habrd
dos trungulos DEF , DEG, que sansfaran 1gualmente
el problema. . .. RETEY
Escolio. Seria nnposnble, el p;oblema en: todos casos,
si el lado B fuese menor que la perpendicular tirada 4
la linea DF desde el.punto Ei - s -

. 8o,

VRN
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PROBLEMA. xu

Dudos los lados adyaceﬂtes Ay B de un paralelégra-
mo , g el-dngulo C que comprehenden 3 fwma'r el pam-c
lelogramo o /

Tirese la linea DE=A, hdgase en el punto D el
dngulo FDE=C, tomese DF =B; describanse dos ar-
cos , uno desde el punto F cormo: centro , y con el radio
FG DE, y el otro desde el punto E como centro, y

~ coti, un radio"EG=DF. Tirense. al pantoc G, comun
interseccion de estos dos arcos, las rectas FG, EG;

*19. 1.

Fig, 84.

y DEGF ser4 el paralelogramo pedido.
- Porque segun la construccion y los lados opyestos son
1gua1es luego la figura: descrita es un paralelogramo *,
que estd formado con las lineas y el angulo- dado.
Gorolario. Si el dngulo dado es recto, la figura serd
un rectingulo; y si ademas son 1guales los lddOS serd
un quadrado.
' PROBLEMA XITL. o o
] . . R
Hallar el centro de un’ cirwlo id" de U 'arco dado. t
Toémense en la circunferencia 6 en el arco tres pun-
tos qualesquiera A , B, C ;-tirense 6 imaginense tiradas
las rectas AB y BC, dividanse estas dos lineas en dos
partes 1guales ‘eon las"tperbendxculates DEy ¥G; el
punto O, - doride se: encuentrdn estas’ perpendmulanes,
seré el ce'ntm‘ que - buseamog, - L b T
Escolio. La misma construccion sirve para hacer pa-
sar una circunferencia por los tres puntos dados A . B,
C; y tambien para trazar una circunferencia. en que
qaede mscnto el rmngulo dado ABC

e .,l. e P2V N

PROBLEMA XIV. ..

Por un punto determinado tirar una tamgente & un
circulo dado.
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Si el punto dado A estd en la circunferencia , tirese Fig. 8s.
el radio CA, y 4 este la perpendicular AD, que serd
la tangente pedida.¥ *9. 2

Si el punto.A estd fuera del circulo, tirese por el Fig. 86.
punto A , y el centro la linea recta CA ; dividase CA
en dos partes iguales en el punto O, desde el punto O,
como centro, y con el radio OC, describase una cir-
cunferencia que corte 4 la dada en el punto B ; tirese
la recta AB , y esta serd la tangente pedida.

Porque tirando la linea CB, el angulo CBA , ins-
crito en el semicirculo, es recto* : luego AB es per-*18. 2.
pendicular en la extremidad del radio. CB : luego es
tangente. .

Escolio. Quando el punto A esté fuera del circulo,
se ve que siempre hay dos tangentes iguales AB, AD
que pasan por este punto. Son iguales porque los tridn-
gulos rectingulos CBA, CDA tienen comun la hypote-
nusa CA , y el lado CB=CD : luego son iguales ¥: lue- * 18. 1.
go AD=AB, y tambien el angulo CAD =CAB.

PROBLEMA XYV.

Inscribir un circulo en un tridngulo dado ABC.
Dividanse los 4ngulos A y B en dos partes iguales
con las lineas AO y BO , que se encontrardn en O; des-
“de este punto tirense 4 los tres lados del tridngulo las
* perpendiculares OD , OE , OF.: digo. que estas. perpen-"
diculares ser4n iguales entre si. R
Porque , por construccion , el dngulo DAO=O0AF,
el 4ngulo recto ADO=AFO : luego los terceros AOD
y AOF son iguales. Ademis el lado AO es comun 4 los
.dos triangulos AOD , AOF , y los:dngulos adyacentes al . -,
lado igual son iguales, y por-lo mismo DO =CF. Del
mismo modo se probard que: son. iguales: los dos triangu-
los BOD, BOE : luego OD=OE : luego las tres. per-
pendiculares son iguales entre si. , o
Ahora , si desde el puato O, como .centro,.y con
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el radio OD, trazimos una circunferencia, claro estd
que dicha circunferencia estara inscrita en el triingulo
ABC. Porque el lado AB, perpendicular en el extremo
del radio OD, es una tangente y lo mismo sucede con
los lados BC, AC. - -

Escolio. Las tres rectas, que dividen en dos partes
iguales 4 los tres angulos, concurren. en un mismo punto.

PROBLEMA XVI.

Sobre una recta dada AB describir un segmento. capaz
del dngulo dado C, esto es, un segmento tal , que todos
los dngulos inscritos en él sean iguales al dngulo dado C.

Prolonguese AB hdcia D, hdgase en el -puato Bel
dngulo DBE=C ; tirese BO perpendicular 4 BE y GO
perpendicular en la mitad de AB ; desde el punto de en-
cuentro O , como centro, y con el radio OB, tricese un
circulo, y 'AMB sera el segmento pedido.

Porque BF , siendo perpendicular en la extremidad
del radio OB, es una tangente , y el dngulo ABF tiene
por medida la mitad del arco AKB ¥, Ademas el dngulo
AMB, como dngulo inscrito , tiene tambien por medi-
da la mitad del arco AKB : luego el angulo AMB=ABF
=EBD=C: luego todos los angulos inscritos en el seg-
mento AMB son iguales al dado C.

Escolio. Si el angulo dado fuese recto, el segmento

"que buscamos :seria el semlcm:ulo trazado sobre el dm-

metro AB.

~—

PROBLEMA XVIIL

Hallar la-razon numérica de dos lineas rectas dada:
AB CD ., siempre que sengan entre st un comun divisor.’
Llévese la: memor CD sobre la mayor AB tantas ve-
ces-como quepa; «dos veces, por exemplo, con el
residuo BE.
Llévese el resxduo BE sobre la linea CD tantas ve-
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ces como quepa; una vez, por exemplo, con la resta DF.

Llévese la segunda resta DF sobre la primera BE

tantas veces como quepa una vez , por exemplo , con
el residuo BG:

Liévese el tercer residuo BG sobre el segundo DF
tdntas veces como quepa.

Continuese asi hasta que resulte un residuo que que-

pa en'su anterior un namero cabal de veces, . -
" Entonces este ltimo residuo sera el comun divisor
de las lineas propuestas , y considerdndole como la uni-
dad, se hallaran ficilmente los valores de las rectas an-
tecedentes; y finalmente los de las lineas propuestas , de
donde se deducird su razon en nameros. :

Por exemplo, si hallamos que GB cabe -dos ‘veces
cabales en FD, BG ser# el comun divisor de las dos li-
neas propuestas. Sea BG=1, téndremos FD=12 ; pero
EB contiene una vez 4 FD mas GB: luego EB=3; CD
contiene una vez 4 EB mas FD: luego CD=y ; y fi-
nalmente AB contiene dos veces 4 CD mas EB: luego
AB=13 : luego la razon entre-las dos lineas-AB y CD
es lade 134 5. Si tomasemos-la linea €D por umda&,
la linea AB:seria:%?; y sit AB fuese la unidad, seria
CD.&. Co :

bscolzo. El método que acabamos de exphcar es el
" mismo que ensefia la aritmética para hallar el miximo
comur divisor de dos nameros, y asi no necesita demos-
tracion alguna.

Es muy posible que , por mas que se continde la
operacion , jamas se halle un residuo que quepa un ng-
mero cabal de veces en su antecedente. Enténces las dos
lineas no tienen comun divisor , y son lo que llamamos
incomensurables ; en breve veremos un exemplo de esto
enla razon de la diagonal al lado del quadrado. En tal
caso no se puede hallar exdctamente la razon en nime-
ros; pero despreciando el ultimo residuo , daremos con
una razon mas 6 ménos aprox1mada segun se haya con
tinuado mas 6 ménos la operacion,
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PROBLEMA XVIIL

Dados dos dngulos A y B hallar su comun divisor, g
le tienen , y luego su razon numérica. -

Describanse con radios iguales los arcos CD y EF,
gue miden estos dngulos ; comparemos luego estos arcos
como en el problema anterior , porque podemos sobrepo-
ner un arco 4 otro del mismo radio como una linea rec-
ta 4 otra linea recta. Daremos de este modo con el comun
divisor de los arcos CD y EF , si le tienen, y con su ra-
zon numérica. Esta razon serd la misma que la de los 4dn-
gulos dados * ; y si DO es el comun divisor de los arcos
DAO seri el de los dngulos.

Escolio. Asi podemos hallar el valor absoluto de un
éngulo -comparando el arco-que le sirve de medida con
toda la circunferencia ; por exemplo, si el arco. CD. es 4
la circunferencia como 3 es 4 25, el ingulo A serd
los 5 de quatro dngulos rectos, 6 13 de un recto.

_..+ Puede suceder tambien que {os arcos.que compara-
mos-no tengan' comun divisor ; en tal caso solo tendre-
mos para los 4ngulos razones numéricas mas 6 ménos
aproximadas , segun se haya continuado mas 6 ménos la
operacion, - .

- .
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' PROPORCIONALIDAD DE LAS FIGURAS.

'DEFINICIONES.

t

L Llamaré figuras equivalentes 4 las que son
iguales en superficie. ' '
~ Dos figuras pueden ser equivalentes, aunque sean
muy desemejantes ; un circulo, por exemplo , puede sex
equivalente 4 un quadrado; un tridngulo 4 un rectin-
gulo , &c. . ‘ ' ‘
Conservaremos la denominacion de figuras iguales
para las que , sobrepuestas una 4 otra , coinciden en to-
dos sus puntos : tales son dos circulos , cuyos radios sean
iguales ; dos tridngulos , cuyos tres lados sean respecti~
vamente iguales , &c. :
- II. ‘Dos figuras son.semejantes, quando tienen sus
angulos iguales cada uno al suyo, y los lados homdlogos
proporcionales. Por lados homologos entendemos los que
estan situados de un mismo modo en ambas figuras, o
que estan adyacentes 4 dngulos iguales. Estos mismos
dngulos se llaman tambien dngulos homdlogos.
Dos figuras iguales siempre son semejantes; pero
dos figuras semejantes pueden ser muy desiguales.
III.  En dos circulos diferentes llamamos arcos seme~
jantes , sectores semejantes , segmentos semejantes 4 los
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que corresponden 4 dngulos del centro iguales.

Asi siendo el dngulo A igual al mgulo O, el arco
BC es™ semejante al arco DE, el 'sector’ ABC al sector
ODE, &c.

IV. La altura de un paralelogramo es la perpendl—
cular EF , que mide-la distancia de los dos lados 6 ba-
ses opuestas AB, CD.

V. La altura de un mangulo es la perpendicular
AD tirada desde el vértice de-un dngulo A al lado
opuesto BC, que llamamos la base.

VL. La altura del, trapecio es la.perpendicular EF
tirada entre sus dos bases paralelas AB, CD.

VII. El drea- 6 la superﬁcne de una figura son tér-
minos casi sinonimos. El drea denota mas particular-
mente la cantidad superficial de la ﬁgura en tanto que
esta medxda 0 comparada con otras superficies.”

N B. Para la mtehgencna de este libro y de log sxgmentes es
preciso tener .presente la teoria de las. proporciones , para lo qual
se puede recurrir 4 los tratados ordmanos de aritn:ética y algebra,
Solo haremos una observacion ,’ que es muy importante para deter-
miinar ¢l verdadero sentido de .las ptoposncmnes, y disipar toda la
obscuridad ya en la cabeza de la proposxclon s yaenla demostra—
cion. . .

:  Si tenemos la proporcion A: B:: C: D, sabemos
que el producto ‘de los extremos A xD. es lgual al:de
los medios B x C.

Esta verdad es incontestable con numeros, y lo es
tambien con: dos cantidades qualesquiera , con tal .que
se expresen ¢ imaginen expresadas en nimeros, y esto
siempre se puede suponer. Si A, B, C, D, por exem=
plo, son. lineas, podemos imaginar ‘que una de estas
quatro lineas, 6 una quinta, si queremos , sirve 4 todas
de comun divisor , y hace veces de unidad ; entonces
A, B, C, D representan cada una un cierto nimero:
de unidades , entero 6 quebrado, comensurable ¢ inco~
mensurable,, y la proporcion entre las lineas:A, B, C,_
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D se convierfe en una proporcion numérica.

El producto de las lineas A y D, que, tambien se
llama su rectangulo , no es pues otra cosa que ‘el nime=
ro de unidades lineales contenidas en A multiplicado
por el nimero de unidades lineales contenidas en D ; y
se concibe, facilmente que este producto puede y debe
ser igual al que de un modo semejante resulta de las

lineas By C.

Las cantidades A 'y.B pueden ser de una eSPECIC, o

lineas’, por exemplo ; y las cantidades C y D de otra
especue superﬁcnes, por exemplo. En tal caso es preci-
$o mirar snempre estas cantidades como nimeros : A y
B se expresardn en unidades lineales, C y D en uni-
dades superficiales , y el producto A xD ser4 un nme-
ro como el producto BxC.
~ En general en todas las operaclones que hagamos
en las proporciopes, debemos mirar siempre sus térmi-
nos como otros tantos nameros, cada qual de la espes
cie que le conviene, y np nos costari trabajo alguno
~gomprehender estas operaciones, y las consecuencias
que de ellas resulten, .
Debemos advertu' tambien que mnchas de nuestra.s
denominaciones estan fundadas en varias. de las reglas
mas sencillas del algebra., .que estriban tambien en axio-
mas conocidos. Asi, si tenemos A=B—+C, y multi-
plicamos cada miembro por una misma cantidad M,
sacaremos AxM=BxM-+CxM. bel .mismo_modo , sj
tenemos A=B+C, y D=E-—C), y sumarhos las can-
tidades iguales;;: borrando +C y —C ,-que se destru~
yen, sacaremos A+D=B~E ; y asi en los demas To-~
do esto es evidente de¢ suyo; pero en caso de duda,
bueno serd consultar los libros de lgebra, y combmar
asi el estudio de: las dos ciencias,,. - .- . . -

T O IR TV :tt‘- o Y
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PROPOSICION PRIMERA.

TEOREMA.

Los paralelégramos que tienen bases y alturas i zgua~

~les, son equivalentes.

Sea AB la base comun de. los dos paralelogramos
ABCD, ABEF. .

Ya que hemos supuesto que estos paralelégramos
son de una misma altura , las bases supenores DC, FE
estardn situadas en una misma linea paralela 4 AB Pe~
ro tenemos por la naturaleza de los paral:l6gramos
AD=BC, y AF=BE; por la misma razon es DC=AB,
y FE=AB: luego DC=FE: luego quitando DC y FE
de la misma linea DE, las rectas CE y DF serdn igua-
les. Siguese de aqul que los tridngulos DAF , CBE son
equildteros entre si, y por consiguiente 1guales *

Pero si del quadrilitero ABDE restamos el tridn
lo ADF, queda el paralelogramo ABEF ; y si del mis-
mo quadrilitero ABED quitamos el triangulo CBE, que-
da el paralelogramo ABCD : luego los dos paralelogra-
mos' ABCD y ABEF, que tienen la misma base y al-
turason.equivalentes.. -« -

.€orolario. Todo paraleldgramo ABCD es equivalen-
te- al recténgulo ABEF de 1gual base y altura.

PROPOSICION II.

oY - ' TEOREMA. 4
Todo méngulo ABC es'la mztad del paralelégramo
ABCD , que tiene la misma base y altura.
Porque los tridngulos ABC, ACD son iguales. ¥
Corolario 1. Luego un tm.ngulo ABC es la mitad del
rectangulo BCEF, que tiene la misma base BC, ¢ igual
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altura AO ; porque el rectingulo BCEF es equivalente
al paralelogramo ABCD. B

Corolario II. Todos los triangulos, que tienen bases
y alturas iguales , son equivalentes. .

PROPOSICION IIL -
TEOREMA.

Dos rectdngulos de una misma altura siguen entre st
la razon de sus bases. e

Sean ABCD, AEFD dos rectingulos , cuya altura Fig. 99
comun es AD: digo que estan entre si como sus bases
AB, AE.
~ Supongamios primeramente que las bases AB, AE
sean comensurables entre si, y que esten , por exemplo,
en la razon de los numeros 7 y 4. Si dividimos AB en
siete partes iguales , AE contendrd quatro de ellas; le~
véntese en cada punto de division una perpendicular 4
la base, y se formardn asi siete rectingulos parciales,
que seran iguales entre si por tener la misma base y al~
~ tura. El rectingulo ABCD contendrd siete rectingulos
parciales , miéntras que en AEFD habra quatro : luego
el rectingulo ABCD es al rectangulo AEFD como 7 es
4 4, 6 como AB 4 AE. Esto mismo se puede aplicar 4
otra razon qualquiera, qie no sea la de 7 4 4: luego,
sea qual fuere esta razon , siempre tendremos, con tal
que sea comensurable,

_ ABCD: AEFD:: AB: AE.

Supongamos , en segundo lugar , que las bases AB, Fig. x00.
AE sean incomensurables entre si: digo que tambien se
verificara: ~ : :
' - ABCD: AEFD:: AB: AE.-

Porque si esta proposicion es incierta , permane-
ciendo los mismos los tres primeros términos , €l quarto
serd mayor 6 menor que AE. Supongamos que sea ma-
yor, y que sea - -
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ABCD : AEFD:: AB: AO.
Dividase la linea AB en partes iguales menores que
EO, y habrd 4 lo ménos un punto de division I entre
E y O: en este punto levintese la perpendicular IK;
las bases AB y Al seran comensurables entre si, y ten=
dremos por lo que acabamos de demostrar
ABCD : AIKD:: AB: AL
Pero tenemos por hypotesis
ABCD: AEFD:: AB: AO.
- En estas dos proporciones los antecedentes son igua-
les : luego los consecuentes son proporcionales, y result3
. AIKD : AEFD:: Al: AO.
. Pero AOes mayor que Al: luego, para que subsis,
tiese esta proporcion , seria menester que el rectingulo
AEFD fuese mayor que AIKD ; pero, todo al contra—~
rio, AEFD es menor : luego la proporcnon es imposi-
ble ; luego ABCD no puede ser 4 AEFD, como AB es
4 una linea mayor que AE.
. Por un razonamiento, enteramente parecndo s SO
probaria que el quarto término de la proporcion no pue<
de ser menor que AE : luego es igual 4 dicho AE.
. Luego , sea qual se fuere la razon de las bases, dos
rectingulos ABCD , AEFD de una misma altura, siguen
la razon de sus bases AB, AE, ,

: P,R.OPOS»IC,ION IV..
| TEOREMA.

Figrox. * Dos rectdngulos qualesquiera ABCD, AEGF estan
entre si como los productos de bases y alturas , de modo
que tenemos ABCD : AEGF:: ABx AD: AExAF. -

Habiendo dispuesto los dos recténgules de modo que
los 4ngulos en A esten opuestos por el vértice , prolon~
guense los lados GE, CD hasta que se encuentren en H,
-. Los dos rectingulos ABCD, AEHD tienen una mis»
ma altura DA, y estan entre $i comg, sus bases AB,
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AE. Iguaimente los rectangulos AEHD , AEGF tienen
una misma. altura AE , y estan por comlgulente comg
sus bases AD y AF Asi- tendremos estas dos propdr-
cwnes o

' ‘ABCD : AEHD AB AE

AEHD : AEGF :: AD : AF. ,
Multiplicindolas ordenadamente 'y observando que

el término medio AEHD puede omitirse como multipli-
cador comun al antecedente y al consecuente , ten-
dremos S
‘ -ABCD = AEGF i AB xAD : AExAF.' .
Escolio. L.uego podemos tomar por medida de un
rectingulo el producto- de su base por su altura, cen
tal que se éntiénda por este producto el de dos nime-
ros, que sol ¢l nimero de unidades Mineales contenida3
en labase, y el nimero de umdades lmeales contehi-
dasen la altura : - :
Ademas esta medida no es absoluta si no solamen-

te relativa ; supone que se valia otro recténgulo de un
modo semejante , midiendo sus lados por 1a misma uni~
dad lineal Sacamos asi-un segundo producto, y la ra=
zon de estos dos productos es igual 4 la de los rectin-
gulos , ‘segun la pl‘OpOSlClOn que acabamos’ de demostrar.
Por exemplo , si la base del rectangulo-A es de tres

unidades , y su altura de diez, el rectangulo estard re~ - -

prescntando por el nimero 3 x 10, 6-30 ; nimero que,
asi aislado , nada sigrifica. Pero si- tenemos otro rectdn- -

gulo B, cuya'base sea de 12 unidades, y sualturadey, - -

este nuevo rectangulo estari representado por el nume~
ro 7x12, 6 84. De aqui concluiremos que los dos
reet«mguloé A y B estan entre si como 30 es 4 84:
luego conviniendo en tomar el rectdngulo-A por unidad
de medida en las superficies, el rectingulo B tendria’
entonces por medida absoluta $%, esto es, que seria
‘igual £4 de unidades superﬁcxales

Es mas comun y mas sencillo tomar el quadrado
por unidad de superficie , y se escoge el quadrado, cu~
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yo lado es la unidad en longitud ; entonces la medida

que hemos considerado simplemente como relativa , se

muda en absoluta. Por exemplo, el nimero 30, que
Fig. x03. nos ha servido para medida del rectingulo A, repre-
senta 30 unidades superficiales , 6- 30 de estos quadra-
dos, cuyo lado es igual 4 la unidad. Esto se ve palpa-
blemente en la figura 102.

Comunmente se usa indistintamente en la Geome-
tria el producto de dos lineas por su rectdngulo , y aun
ha pasado esta expresion 4 la aritmética para sefialar el
producto de dos nimeros desiguales , asi como se em-
plea la de quadrado para expresar el producto de un
numero multiplicado por si mismo.

Los quadrados de los mimeros 1, 2, 3, &c. son
I,4,9, &c. Asi vemos que el quadrado formado so=
bre una linea dupla es quadruplo ; sobre una linea tri~
Fig. 103. ple quatro veces mayor » ¥ asi sucesivamente.

PROPOSICION V
TEOREMA,

El drea de un paraleldgramo qualquiera es igual al
producto de su base por su altura.
Fig. 97. -~ Porque el paralelpgramo ABCD es. eqmvalente al
rectaingulo ABEF , que tiene la misma base AB ¢ i
® Pr. 1. altura BE % ; pero este. tiene por medida- ABxBE*¥:
* Pr. 4 Juego AB x BE es igual al drea del paralelogramo ABCD.
. :Corolario,. Los paralelogramos de una misma base
estan entre si como sus alturas , y los de una misma al-
tura como sus bases ; porque siendo A, B, C tres can=-
tidades qualesqmera , tenemos generalmente AxC..
BxC::'A:B. : :
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PROPOSICION VL
' TEOREMA. '

El drea de un tridngulo es igual al producto de su
base por la mitad de su altura. o
Porque el tridngulo ABC es la mitad del paralelé~ Fig. 104.
gramo ABCE ; que tiene la misma BC y la misma al-
tura AD *; pero la superficie del paralelégramo es *Pr. a
BCxAD *: luego la del tridngulo es 3BCx AD, 6 BC up,. .
x3AD, 6 3 (BCx AD).
Corolario. Dos triangulos de una misma altura siguen
la razon de sus bases , y dos tridngulos de una misma
base siguen la de sus alturas.

PROPOSICION VIL
TEORELIA.

El drea del trapecio ABCD es igual ¢ su altura EF
multiplicada por la semisuma - de las bases pararelas
AB, CD. ‘ v ‘

- For el puntoI, medio del lado CB, 'tirese KL pa~
ralela al lado opuesto AD, y prolonguese DC hasta que
encuentre 4 KL. : o e

En los tridngulos IBL , ICK tenerios el lado IB=
IC por construcion, el dngulo LIB=CIK;,y el angu-
lo IBL=IKC, por ser CK y BL paralelas * : luego * a¢. 1.
estos tridngulos son iguales ¥ : luego el trapecio ABCD * 7. 1.
es equivalente al paralelogramo- ADKL , y su medida
es EF xAL. S : ,

Pero tenemos AL =DK, y por ser:los tridngulos
IBL y KCI iguales el lado BL=CK : luego AB+CD=
AL+DK=2AL, y asi AL es la semisuma de las bases
AB, CD. Luego finalmente el drea del trapecio ABCD
es igual 4 la altura EF , multiplicada por la semisuma

9

Fig. ros.
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de las bases AB y CD, esto es, ABCD=EF x
( AB+CD

EJcoIio. Si por el punto- I, medio de BC, tiramos 4

" la base AB la paralela IH , el punto H serd tambien el
 medio de AD; porque la ﬁgura AHIL es un paralelogra-

mo, lo mismo que DHIK, pues los lados opuestos son pa-
ralelos. Tenemos por consiguiente AH =IL, y DH=IK;
pero IL=IK , por ser iguales los triz’mgulos BIL y CI'B; '

~ luego AH=DH.

EFig. xc;6 ‘

- Se puede reparar que la linea HI=AL= AB+CD .

PR
luego el drea del trapecio puede expresarse tambien por
EF x HI : luego es igual 4 la altura del trapecio , mul-
tiplicada por la linea tirada 4 distancias iguales de las
bases paralelas.

PROPOSICION VIIL
TEOREMA.

Si dividimos la linea AC en dos partes AB y BC, el
quadrado de la linea entera AC es igual al quadrado de
la una parte AB , mas el quadrado de la otra parte BC,
mas dos wveces el. rectangulo de estas mismas partes AB
y BC, 6 lo que es todo uno, (AC)? 6 (AB+BC)’==
(AB)’+ (BC)*+2(ABxBC).. .

Construyase el quadrado ACDE , tomese AF= AB;
tirese 4 AC la paralela FG, y 4 AE la paralela BH.

El quadrado ACDE estd dividido en quatro partes;
la primera ABIF es el quadrado formado sobre AB,
pues hemos tomado AF=AB; la segunda IGDH es el
quadrado formado sobre BC, ‘pues por ser AC=AE,
y AB=AF, la diferencia AC—AB es igual 4 la dtfe—
rencia BE —AF lo que da BC=EF; pero por las pa-
ralelas tenemos IG=AG s Y DG=EF: luego HIGD
es igual al quadrado formado .sobre BC. Quitando estas
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dos partes del quadrado, quedan los dos rectdngulos
BCGI, EFIH, que tienen cada uno por medida ABx
BC. Luego el quadrado formado sobre AC , &c.

Escolio. Esta proposicion. coincide con la que se de<
muestra -en el dlgebra para la formacion del quadrado
de un binomio, y se expresa asi:(a=b)?=2--223b
~+b?. =

4/ PROPOSICION IX. -

TEOREMA.,

 Si la linea AC es la diferencia de las. otras dos AB Fig, 1oy,
BC, el quadrado formado sobre AC serd igual al quadra-
do de AB, mas ¢l quadrado de BC , ménos dos veces el
rectangulo de AB por BC; esto'es , (AC)* 6 (AB—BC)?
—(AB)?=+(BC)*+ 2 ( ABxBC).

Constriyase el quadrado ABIF, témese AE=AC;
tirese CF pararela 4 BI , HK paralela 4 AB, y concli-
yase el quadrado EFLK. = .~ " ¢ ;

Cada uno de los rectdngulos CBIG , GLKD tiene
por medida ABxBC ; si los quitamos de la figura ente-
ra ABILKEA , cuyo valor es (AB)?~+(BC)?, claro
estd que quedard el quadrado ACDE : luego &c. ‘

Escolio. Esta proposicion concyerda ‘con la formula
de dlgebra (a‘—”b)’:a’;e—b’—-‘zab. R
- - -PROPOSICION X.

" . TEOREMA."

El rectangulo formado par la suma y la diferencia de
dos lineas , es igual 4 la diferencia de los quadrados de
dichas lineas ; ast tenemos (AB+BC) x (AB—BC) = Fig. 108.
(4By—(BC)2. .. . oo TR
"~ Constriyanse- sobrevAB y AC ‘los quadrados ABIF,
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ACDE ; prolonguese AB la cantidad BK=BC, y con-
clayase el rectingulo AKLE, ,

La base AK del rectingulo es la suma . de:las dos
lineas AB, BC.; su altura es la diferencia de estas'mis-
mas lineas : luego ek recrangulo AKLE=(AB—+BC)x
(AB—BC). Pero este mismo rectingulo se compone de
las dos partes ABHE+BHLK, y la parte BHLK es
igual al rectingulo EDGF , por ser BH=DE, BK=
EF: luego AKLLE=ABHE +EDGF. Pgré estas dos par-
tes forman el quadrado ABIF ménos el quadrado formado
DHIG, que es el quadrado sobre BC : luego finalmente

(AB+ BC) x (AB—BC) = (AB)*— (BC)®.
‘ Escolio. Esta proposicion coincide con la fonnula de
ﬂgebra (a+b)(a—b)—a’;-b’ I .

PROPOSICION xx o
. TEOREMA

El qtmdrado fOrrrid(’fo isobre la h oteriusa de wn tridn’
galo rectdngulo es jgual 4 la suma de’los quadmdo.c for=
mados “sobre los otros’ dos ladds.”"

Fig. 109.  Sea ABC un tridngulo rectangulo en A Despues de
haber formado los quadrados sobre los tres lados, bixe-
se desde el angulo recto 4 la hypotenusa la perpenchcu— '
far AD, que se pi'olongara hasta E tirense ﬁnalmente
las diagonales AF , CH.””

El dngulo ABF se compone del éngulo ABC y del
recto CBF; el dngulo CBH' se¢ compone del mismo ABC
y del recto ABH : luego el dngulo ABF=HBC. Pero
AB=BH por ser lados,de .un;mismo quadrado, y BF=
BC por igual motive : luego los triingulos ABF , HBC
tienen: un -dngalo igual comprelendido entre lados igua-

® 6. 1. les : luego son iguales. *
El triangulo ABF es la mitad del rectangulo BDEF,
*Pr. 2. que tiene la misma base BF, y la misma altura BD*,

El trigngule HBC es lgualmmte la bm;ad del quadra-
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do. AH (1), porque siendo rectos los dngulos BAC y
BAL, AC y AL solo forman una sola y misma linea
recta paralela 4 HB:: luego el triangulo HBC, y el qua-
drado AH, que tienen comun la base BH, tienen igual-
mente una, misma;gltura- AB : luego el tnangulo es la
mitad del quadrado. = . v
Ya-se ha probado que el trmngulo ABF es 1gual al
tridngulo HEC, y por consiguiente el rectaingulo BDEF,
duplo del tridngulo ABF, es equivalente al quad?ado-
AH, duplo del, tridngulo HBC. Se demostrara igualmen~
te que el rectangulo CDEG es equivalente al quadra-
do AL ; pero los dos rectdngulos BDEF , CDEF com-
ponen Juntos el quadrado BG: luego el quadrado BG,.
formado sobre la. hypotenusa, es igual 4 la suma de
los quadrados BL , CH, formados sobre los otros dos
lados , 0 en.otros tétmmos,(BC )?=(AB)? +(AC)?.

Corolario I. Luego el quadrado de uno de los lados
del dngulo recto ‘es igual al quadrado de la hypotenu~
sa ‘ménos el quadrado del otro lado; 6, lo que es lo
mismo , (AB)?=(BC)* —(AC)*.

‘Corolario.II. Sea ABCD un quadrado, AC su dia- Fig. 118.
gonal ; siendo el tritngulo ABC rectingulo ¢ isosceles,
tendremos (AC)?=(AB)?+(BC)*=2 (AB)*: luego el
quadrado formado sobre la diagonal AC de un tridngulo.
rectdngulo isdsceles es duplo del formado sobre un la-
do AB.

Se puede demostrar esta propxedad tlrando por los
puntos A y C paralelas 4 BD, y por los puntos By D
otras paralelas 4 AC ; se formara de este mmodo un nue-
vo quadrado EFGH que sera el formado sobre AC. Pe-
ro vemos que EFGH se compone de ocho tridngulos
iguales 4-ABE , y que ,ABCD se compone de quatro: ... . :
luego el quadrado EFGH es. duplo-de ABCD> T

)

(x) Este modo de nombrar un quadnlétero con solo las dos
letras de su diagonal , es muy usado en casi todos los Autores , y~
nosotros tambien nos serviremos de €l en varias ocasxones 4 cau-
sa de su mayor brevedad, ( Nota del Tradustor). - - 4
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Una vez que (AC)*: (AB)*:: 2: 1, tenemos, sa=
cando la raiz quadrada, AC: AB \/ ,:1: luego la
diagonal de un quadrado -es incomensurable con su lado.

Fig. r09. Esto lo aclararemos mas en otra ocasion:

Corelario III. Se ha demostrado que el quadrado AH
es equivalente al rectingulo BDEF ; pero 4 causa de la
altura comun BF, el quadrado BCGF es al rectangulo
BDEF como la base BC es i la base BD : luego (BC)'s
(AB)?:: BC:.BD.

Luego el quadrado de la hypotenusa es al quadrado
de uno de los lados del dngulo recto como la hypotenusa
es al segmento adyacente é dicho lado. Llimase aqui seg~
mento la parte de la hypotenusa determinada por la
perpendicular baxada desde el angulo recto ; asi BD es
el segmento adyacente al lado AB', y DC el segmento
adyacente al lado AC. Tendremos de un modo seme-
jante o

“(BC)?: (AC)’ :: BC: CD. S
Corolario IV. Los rectingulos BDEF , DCEG tie-
nen tambien la misma altura , y por consiguiente siguen
la razon de sus-bases BD , CD. Pero estos rectingulos
son equivalentes 4 los quadrados (AB)*, (AC)*: luego
(AB)?: (AC)*:: BD: DC
Luego los quadrados de los dos lados del “dngulo recto es~
tan entre si como los segmentos de la hypotenusa adya-
centes & dichos lados. :

PROPOSICION XIL
TEOREMA.

Fig. 1x0.  En un tridngulo ABC : siendo agudo el dngulo C, el
quadrado del lado opuesto serd menor que la suma- de los
quadrados de los lados que comprehenden dicho dngulo C;
y si baxamos sobre BC, la perpendicular AD , la dzfe-
rencia. serd igual al dupla/ del rectdngulo BCxCD de
modo que tendremos. ,
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(AB)?=(AC)* + (BC)2—2BC xCD.
Aqui hay dos casos. 1.° Si la perpendicular cae den-
tro del tridingulo ABC, tendremos BD=BC—CD, y
por consiguiente * (BD)?=(BC)?~(CD)*— 2BCxCD. #Pr. g.
Anadiendo 4 una y otra parte (AD)? , y observando que
los tridngulos rectingulos ABD, ADC dan (AD)*—+
(BD)*=(BA)?, y (AD)?+ (DC)?=(AC)?, resulta (AB)*
=(BC)?+(AC)? —2BCxCD.
2.° Si la perpendicular AD cae fuera del tridngu—~
lo ABC, tendremos BD=CD —BC , y ‘por consiguien—
te ¥ (BD)?=(CD)*+(BC)* — 2CD xBC. Afiadiendo 4 * 9-
una y otra parte (AD)* , sacamos igualmente
(AB)?=(BC)?*+(AC)? —2BCxCD.

PROPOSICION XIIL
TEOR.EMA.’ o

En un triagngulo ABC, siendo obtuso el dngulo C , .el
quadrado del lado opuesto AB serd mayor que:la suma de
los quadrados de los lados que comprehenden. el dngulo C,
y.si -baxamos sobre BC la perpendicular AD, la diferen-
cia serd igual al duplo del rectangulo BCxCD , de mo-
do que tendremos . ' . ‘

 (ABP=(AC)}+(BC)*=+2BCxCD.. . .

La perpendicular no puede caer dentro del tridngu-
lo, porque si cayese , por:exemplo, en E, el tridngulo
ACE tendria 4 un tiempo un 4ngulo recto E y otro ob-
tuso C, lo que es imposible % : luego cae por precision 20. 1
fuera, y tenemos BD=BC~+-CD. De aqui resulta ¥ , o g
(BD)?=(BC)>+(CD)*+2BC xCD. Afadiendo 4 una =
y.otra parte (AD)? , y haciendo las reduciones.como en
el teorema anterior., deduciremos (AB)? =(BC)*~(AC)?
~+2BCxCD. T A
- Escolio. El tridngulo rectingulo es el tinico en que se
verifica que la suma de los quadrados de los catetos ef
igual al quadrado de la hypotenusa ; porque si el angulo

Fig. 111,



2 GEOMETRYA.
comprehendido por dichos es agudo, Ia suma de sus
quadradOs serd mayor que el quadrado 'del lado opues-
to; y si es obtuso, esta suma serd menor , cuyos dos
casos acabamos de demostrar.

PROPOSICION XIV.
| TEOREMA.

Fig. 11a.  Si en un - tridngulo qualquzera ABC tiramos desde el
 wértice al medio de la base la recta AE , digo que tendre~
mos (AB)*+(AC)*=2(AE)*+2 (BE)’.
Bixese 4 la base BC la perpendicular AD.
El triangulo AEC dari , segun el teorema XII,
(AC)*=(AE)* +(EC)?>—2ECx ED.
El triangulo ABE dari , segun el teorema xiir,
(AB)* =(AE)?+ (EB)?+2EBx ED.
Luego , sumnando estas dos equauones » Y observan-
- do EB=EC, resulta' «
it (AB)2+(AC)2 =2 (AE)?+ 2(EB)’
' Corolario. Luego en todo paralelogramo la suma de
los quadrados-de los lados es igual ' la suma de los qua~
] drados de las diagonales.

Fig. 113.  Porque las diagonales AC y BD se cortan muitua-
* 32. 1. mente en dos partes iguales en el punto E* ’ y asi el
tnanguto 'ABC da - :
(AB)?+(BC)?=2 (AE)"‘ “+2 (BE)’

Tambien el tndngulo ADC da S

(AD)*+(DC)* =2 (AE)*+2 (DE)’

- Sumando ordenadamente, observando que BE_DE

tendremos = > b
(AD)+{AB)* -+-(DCy*-+-(BC)* =4 (AE)" + 4(DEY"

* +iPero 3(AE)* es el quadrado de 2AE, 6 de AC, y
4(DE)* es el quadrado de BD : luego la suma de los
quadrados de los'lados es igual 4 la suma de los quadra-
dos de las diagonales ' :
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PROPOSICION XV.
TEOREMA. '

La linea DE, tirada paralelamente d la base de un Fig, yy4,
tridngulo ABC , divide 4 los lados AB y AC en partes
proporcionales 5 de modo que tenemos

AD: DB:: AE: EC.

Tirense BE y DC.

Los dos triangulos BDE, DEC tienen una misma
base DE , y tambien la misma altura, por estar situa-
dos los vertices B y C en una misma recta paralela 4
la base : luego dichos tridngulos son equivalentes. % *Pr. g

Los triangulos ADE y BDE, cuyo vértice comun
es E, tienen una misma altura, y estan entre si como
sus bases AD , DB ¥ ; tenemos pues ' ePr 6.

ADE: BDE:: AD: DB.

Los triangulos ADE y DEC, cuyo vértice comun
es D, tienen tambien una misma altura , y siguen la ra-
zon de sus bases AE , EC : luego

. ADE: DEC:: AE: EC.

Pero el tridngulo BDE=DEC : luego deduciremos
4 causa de la razon comun en estas dos proporciones,

- que AD:DB:: AE: EC. B

Corolario 1. De aqui resulta componendo AD~+DB:

AD:: AE+EC: AE, 6 AB: AD:: AC: AE, y
tambien AB: BD:: AC: CE.

Corolario II. Si entre dos rectas AB,.CD se tiran Fig, 11s.
quantas paralelas se quiera AG, EF, GH, BD, &c.:
estas rectas quedardn cortadas proporcionalmente , y ten~
dremos AE: CF:: EG: FH:: GB: HD.

"+ .Sea O el punto de concurso de :las rectas AB y'CD, :

En el triangulo. OEF , en que hemos tirado la linea
AC paralela 4 la base EF , tendremos OE : AE : : OF:

CF, 4 OE: OF:: AE: CF. En el tridgngulo OGH ten~
dremos tambien OE: EG:: OF: FH, 4 OE: OF:;
10



74 GEOMETRIYA,

EG: FH ; luego 4 causa de la razon comun OE: OF,
dan estas dos proporciones AE: CF:: EG: FH. Del
mismo modo se demostrard que EG: FH::GB: HD,
y asi sucesivamente :- luego las lineas AB, CD estan
cortadas proporcionalmente por las paralelas EF, GH, &c.

PROPOSICION XVL
TEOREMA.

Fig. 136.  Reciprocamente , si los lados AB, AC estan cortados
proporczonalmente por la recta DE, de modo que sea
AD: DB:: AE: EC; digo que la recta DE serd para~
lela 4 la base BC.

Porque si DE no es paralela 4 BC, supongamos que
lo sea DO. En tal caso tendremos, segun el teorema
anterior AD : BD : : AO: OC. Pero, por hipotesis AD:
DB:: AE: EC: luego tendriamos AO : OC:: AE: EC;
proporcion imposible , pues por una parte el anteceden—
te AE es mayor que AO,y de la otra el consecuente
EC es menor que OC : luego la paralela 4 BC tirada
por el punto D no puede ser otra que DE.

Escolio. La misma conclusion se verificaria , si supié-
semos , lz proporcion AB: AD:: AC: AE. Porque es-
ta proporcxon daria AB—AD: AD:: AC—AE: AE,
¢ BD: AD:: CE: AE.

' PROPOSICION XVIL
" TROREMA,

Fig. 117. . La linea AD, que divide en dos partes iguales al
angulo BAC de un tridngulo, dividird d la base BC en
dos segmentos BD y DC proporcionales d los lados adya—-
centes AB y AC; de modo que se 'venﬁcara BD: DC
AB: AC.
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Por el punto C tirese 4 AD la paralela CE hasta
que encuentre 4 BA prolongado.

En el tridgngulo BCE, la linea AD es paralela 4 Ia
base CE , y tenemos la proporcion ¥ . *Pr. 15.

BD:DC:: AB: AE.

Pero el tridngulo AEC es isosceles ,” porque las pa-
ralelas AD y CE nos dan el dngulo ACE=DAC, y el
dngulo AEC=BAD %, y ademas, por suposicion, DAC  *3s5.
=BAD: luego el éngulo ACE=AEC, y AE=AC *: #13. 1.
luego substituyendo AC en lugar de AE en la propor-
cion anterior , tendremos

BD: DC:: AB: AC.

PROPOSICION XVIIL
TEOREMA.

Dos tridngulos equidngulos tienen los lados homdlo~
gos proporcionales , y son semejantes.

Sean ABC, CDE dos trlangulos cuyos Angulos son Fig. 119,
respectivamente iguales , esto es , BAC=CDE , ABC=
DCE, y ACB=DEC: dlgo que los lados homologos o
adyacentes 4 los Angulos iguales serin proporcionales,-
de modo que tendremos BC: CE:: AB: CD : : AC: DE.

Coléquense los lados homélogos BC , CE en una -
misma direccion , y prolon lguensc: los lados BA, ED
hasta que se encuentren en

Por ser BCE una linea recta, y el dngulo BCA=
CED, se sigue que AC es paralela 4 DE *. Igualmen-
te, por ser el 4ngulo ABC=DCE, la linea AB es pa-
ralela 4 DC: luego la ﬁgura ACDF es un paralelo-
gramo.
‘ En el tnéngulo BFE Ia linea AC es paralela dla

base FE , y asi tenemos BC; CE:: BA: AF *. Ponien- # Pr. 1.
doen lugar de AF suigual CD, tendremos
BC: CE:: BA: CD. '
En el mismo tridngulo BFE-, considerando 4 BF co-

*1g. 23,
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mo la base, CD es una paralela 4 ella, y tenemos la
proporcion BC: CE:: FD: DE. Poniendo en lugar de
FD su igual AC, resulta BC: CE:: AC: DE. Final-
mente ; ya que en estas dos proporciones hay la razon
comun BC: CE , podemos deducir

AC: DE:: BA: CD.

Luego los tridngulos equiingulos BAC, CDE tienen
los lados homologos proporcionales. Pero hemos sentado
en la definicion 1I, que dos figuras son semejantes quan—
do tienen sus dngulos respectivamente iguales , y al mis—
mo tiempo los lados homdlogos proporcionales : luego
los triangulos equidngulos BAC, CDE son semejantes.

Corolario. Para que dos mangulos sean semejantes
basta que tengan dos dngulos iguales cada uno al suyo;
porque en este caso los terceros serdn tambien iguales, y
los tridngulos serdn equidngulos.

Escolio. Nétese que en los tridngulos semejantes los
lados homologos estan opuestos & ingulos iguales ; asi
siendo iguales los angulos ACB y DEC, el lado AB es
homélogo 4 DC. Del mismo modo AC y DE son ho-
mologos por estar opuestos 4 los angulos iguales ABC,
DCE. Conocidos los lados homélogos , se founan al ins~
tante las proporciones

AB: DC:: AC: DE:: BC: CE.

PROPOSICION XIX
\ TEOREMA.

Doy tridngulos que tienen los lados homdlogos propor-

cionald@ sen equidngulos y semejantes. :

Supongamos que sea BC: EF:: AB: 'DE:: AC:
DF ; digo que los- tridngulos ABC y DEF tendrdn los
éngulos iguales; esto es, A=D, B=E, C=F.

Higase en el punto E el angulo FEG=B syenel
punto F el dngulo EFG=C.

Los terceros G y A serin 1guales .y los dos tridn-
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gulos BAC, EFG serdn equidngulos : luego tendremos,
segun el teorema pasado BC: EF:: AB: EG. Pero,
por hypotesis, BC: EF:: AB: DE: luego GE =DE.
El mismo teorema nos da, tambien BC : EF:: AC: FG,
y sabemos que , por suposicion, BC: EF:: AC: DF;
“luego FG=DF : luego los tridngulos EGF , DEF tie-
nen sus tres lados respectivamente 1guales » ¥ POr consi=
guiente son iguales¥. Pero, pot construccion, el tridngu~
lo EGF es equidngulo al triingulo ABC : luego tambien
los tridngulos DEF , ABC son equidngulos y semejantes.

Escolio I. Estas dos ultimas proposiciones nos hacen
ver que en los tridngulos la igualdad de los dngulos es

%11, 1.

consiguiente 4 la proporcionalidad de los lados , y reci~ ~

procamente ; de modo, que es suficiente una de estas
condiciones para que sea cierta la semejanza de, los tridn-
gulos. No sucede asi con las figuras de mas de tres lados;

- porgue aun en los quadnlateros vemos que se pueden’

variar los dngulos sin alterar la proporcion de los lados,
y variar los lados sin alterarlos dngulos ; asi que , la pro-
porcionalidad de los lados no puede ser consequencna de .
la igualdad de los dngulos , mi vice versd. Vemos, por
exemplo , que tirando 4 BC la paralela EF, los dngulos
del quadrilitero AEFD son iguales 4 los del quadrilite~
ro ABCD ; pero la proporcion de los lados es distinta.
Del mismo modo, sin variar los quatro ladoes AB, BC,
CD, AD podemos separar ¢ aproximar el punto B del
punto D, lo qual alterard los angulos. :

Fig. 121,

Escoho II. Las dos propasiciones ‘anteriores 4 que en

realidad no forman mas que una, juntas con la del qua-
drado de la hypotenusa , son las proposiciones mas im-
portantes y fecundas de la Geometria ; bastan casi ellas
solas para todas las aplicaciones y resolucion de todos
los problemas , y la razon es, porque todas las figuras
pueden dividirse en tridngulos , y un triangulo qualquie-
ra en dos tridngulos rectangulos. Asi en las propieda-
‘des generales de los triangulos estan contenidas inplici-
tamente las de todas las figuras,
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PROPOSICION XX.
. THOREMA.

Dos tridngulos son semejantes quando tienen un dngu-
lo igual comprehendido entre lados proporcionales.

Fig. 122. Sea el angulo A=D, y supongamos que es AB:
DE:: AC: DF ; digo que. los tridngulos ABC y DEF
son semejantes,

Témese AG = DE y tirese GH paralela 4 BC.

LETI B El 4ngulo AGH ser4 lgual 4 ABC ¥, y los dos tridn-
gulos GAH y BAC serin equidngulos, Tendremos , pues,
AB: AG:: AC: AH 5 pero, por suposicion, AB: DE::
AC: DF, y por construccion AG=DE : luego AH =
DF. Los dos triangulos AGH , DEF tienen un angulo
igual comprehendido entre lados xgualec' luego son
iguales. Pero el tridngulo AGH es semejante 4 ABC:
luego tambxen DEF es semejante 4 ABC. '

PROPOSICION" XXI.
TEOREMA.

Dos tridngulos que tienen sus lados homélogos parale-
los o perpendzculares cada uno al suyo , son semejantes.
Fig.1ag. _ Porque 1.°, si el Jado ABes paralelo 4 DE, y BC
#28.1. 4 EF, el ;ingulo ABC seri 1gual 4 DEF *; si ademas
AC es paralela 4 DF, el dngulo ACB ser4 igual 4 DFE,
y tambien BAC 4 EDF luego- los tnangulos ABC y
DEF son equidngulos , y por consiguiente semejantes
Fig.124. - 2° Sea el lado DE perpendncular i AB, y DF
4 AC
En el quadrnlatero AIDH los dos 4ngulos I, H serdn
# 26. 1. rectos ; los quatro dngulos valen juntos quatro rectos *:
luego los dos restantes IAH , IDH valen otros dos rectos.
Pero los dos angulos EDF IDH. valen tambien dos
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rectos : luego el angulo EDF es igual 4 IAH 6 BAC.
Del mismo modo, si el tercer lado EF es perpendicu-
lar al tercero BC, se demostrard que el dngulo DFE=
C,y DEF=B: luego los dos triangulos ABC, FED,
cuyos lados son respectwamente perpendlculares > son
.equidngulos y semejantes.

Escolio. En el caso de los lados paralelos, estos son
los lados homologos : y en el caso de los perpendicula-
res , estos mismos son tambien homologos. Asi, en este
ultimo caso , DE es homologo 4 AB, DF 4 AC, y EF
a4 BC.

El caso de los lados perpendiculares podria presen—
tar una situacion relativa de los dos tridngulos distinta de
la que suponemos.en Ia fig. 124 ; pero siempre demos—
trariamos la igualdad de los dngulos respectivos , ya va-
licndonos de los quadriliteros como AIDH , dos de cu-
yos angulos son rectos, ya comparando dos triangulos
que , con ingulos opuestos en el vértice , tuviesen cada
uno un 4ngulo recto. Ademas, siempre se podria supo=
ner que dentro del tridngulo ABC se ha construido otro
DEF, cuyos lados serian paralelos 4 los del triangule
que se compara con ABC, y enténces la_demostracion
entraria en el caso de la fig. 124.

PROPOSICION XXII

TBOREMA Sy e

Las lineas AF, AG &c R tiradas 4 arbttrzo por el Fig. 133,
vértice de un trzangulo dwulen en_partes proporcionales
G la base BC, y d su paralela DE ; de moda.que tenemos
DI: BF: IK FG:: KL : GH, &c (o
Porque una vez.que DI es para.lela 4 BF y el tridn=
gulo ADI es equiingulo 4 ABF, y tenemos la propor-
.cion DI: BF:: Al : AF. Del misino modo siendo IK pa-
ralela 4 FG, tenemos Al : AF:: IK : FG: luego, 4 cau-
sa de la razon comun Al : AF , tendremos ID : FB:
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KI : FG. Hallaremos de un modo parecido IK: FG : :
KL: GH, &c.: luego la linea DE estd dividida en los
puntos I, K L, comola base BC lo estd en los puntos
y G, H. i
’ Corolario. Luego si BC esta dividida en partes igua—
les en los puntos ¥, G, H, su paralela DE estard divi~ .
dida tambien en partes iguales en los puntos I, K, L.

PROPOSICION XXIIL
TEOREMA.

Si desde el angulo recto A de un trmngalo rectangu-
lo baxamos d la hypotenusa la perpendicular AD.
-Los dos mangulo: parciales ABD, ADC serdn
seme]ames entre si , y al trténgulo total ABC T
2.° Cada lado AB 6 AC serd medio proporcional en—
tre la hypotenusa BC, y el segmento adyacente BD
o -DC. - |
»3.°  La erpendzcular AD serd medxa proporczonal ens
tre los dos- ;vegmentos BD,DC. -
© “Porque '1.? los dos’ tmangulos BAD BAC tienen‘co-
mun el 4ngulo B ; ademas el dngulo recto BDA es igual
al otro recto BAC: luego el tercero BAD del uno es
igual al tercero C del otro , y.por consiguiente estos dos
triangulos son equidngulos y semejantes. Igualmente se
demostrara que el triangulo DAC es semejante al tridn- -
gulo BAC: luego los tres tmmgulos son equidngulos y

‘ seme_]antes entre si.c

: .-Una, vez que los tnangulos BAD y BAC son se=
mejam‘es _sus lados homoélogos son proporcionales. Pero
el lado BD en el riangulo pequend es homologo' 4: BA
en el grande , ‘por.iestar epuestos 4 dngulos iguales BAD
y BCA ; y la hypotenusa BA del pequefio es homéloga
d'la hypotenusa: BC del grande luego podemos formar
la proporcion BD : BA :: BA: BC. Del mismo modo
tendriamés DC : . AC: : ﬁC ::BC: luego 2.° cada uno
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de los lados AB, AC es medio proporcional entre la hy-
potenusa y el segmento adyacente 4 dicho lado.

3.° Finalmente la semejanza de los triangulos ABD
'ADC da, comparando los lados homoélogos BD: AD : ;
AD: DC : luego 3.° la perpendicular AD es media pro-
porcional entre los segmentos BD, DC de la hypotenusa.

Escolio. La proporcion BD: AB:: AB: BC da
ignalando el producto de extremos y medlos (AB)* =
BD x BC. Igualmente (AC)?=DCx BC: luego

(AB)? +-(AC)*=BD x DC~+ DC x BC.

El segundo miembro es lo mismo que (BD—+ DC)
xBC, y se reduce 4 BCx BC=(BC)® : luego tenemos
(AB)*+ (AC)?=(BC)? : luego el quadrado tormado so-

“bre la hypotenusa BC es igual 4 la suma de los qua-
drados formados sobre los otros dos lados AB, AC. De
este modo recaemos sobre la proposicion del quadrado
de la hypotenusa por un camino enteramente distinto
del que hemos seguido anteriormente , y esto nos hace
ver , que en rigor la proposwlon del quadrado de la hy-
potenusa, es una conseqiiencia de la proporcionalidad de
los lados en los tridngulos equidngulos. Asi las proposi-
ciones fundamentales de la Geometria se reducen, por
decirlo asi, 4 solo esta, que los tridngulos equidngulos
tienen sus lados homologos proporcionales.

Muchas veces sucede , como acabamos' de verlo en
un exemplo que sacando conseqiiencias de una 6 mu~
chas proposiciones, recaemos sobre otras ya demostra-
das. En general , lo que caracteriza particularmente los
teoremas de Geometrla » ¥ es una prueba incontestable
de su certidumbre, es que combinindolos juntos de
qualquiera modo que sea, con tal que sea exicto el ra-
ciocinio , siempre se da con resultados ciertos. No suce-
deria asi si alguna proposicion fuese falsa , 6 no fuese

_enteramente cierta’; sucederia muchas veces que la
combinacion de las proposiciones aumentaria y haria mas
patente el error. ‘De esta vemos exemplos en todas las -
demostraciones en que empleamos la reduccion tor ab-

.11

-
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surdo. Estas demostraciones, cuyo fin es probar que dos
cantidades son iguales , consisten en hacer ver que si
hubfese entre ellas la menor desigualdad , iriamos 4 pa-
rar por la serie de los raciocinios 4 un absurdo mani-
fiesto y palpable , viéndonos obligados de este modo %
deducir que estas dos cantidades son iguales.

Fig. 1a7.  Corolario. Si desde un punto A de la circunferencia
tiramos & los extremos del didmetro BC las dos cuerdas

*18.2. AB y AC, el tridgngulo BAC serd rectingulo en A *:
luego 1.° la perpendicular AD es media propo’rcional en—
tre-los dos segmentos BD , DC del didmetro 36, lo que
es lo propio, el quadrado (AD)? es igual al rectangulo
BD x DC.

2.° La cuerda AB es media proporcional entré el

didmetro BC y el segmento adyacente BD ; 6 (AB)?=
BD xBC. Tenemos igualmente (AC)?=CD xBC: lue-
go (AB)?: (AC)?:: BD: DC; y si comparamos (AB)?
con (BC)? , tendremOS (AB)?: (BC)’ BD: BC; tam-
bien tendriamos (AC)? : (BC)?:: DC: BC. E§tas razo<
nes de los quadrados de los fados » ya entre si, ya con
el quadrado de la hypotenusa , se han puesto antenor-
mente en los corolarios 3 y 4 de la prop. xI.

PROPOSICION XXIV.

TEOREMA.

Fig. 128. - Deos tridngulos que tienen un dngulo igual , estan en—
tre st como los rectangulos de los lados que comprehienden
dicho dngulo. Ast el triangulo ABC es al triangulo ADE
como el rectangulo ABx AC es al rectangulo AD x AE.

Tirese BE.
Los dos tnéngulos ABE, ADE, cuyo vértice co-
mun es E, tienen una misma altura, y siguen la razon
. Pmp 6.de sus bases AB, AD*: luego ’
ABE ADE : AB: AD.
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Tenemos tambien
ABC: ABE:: AC: AE.

" Multiplicando ordenadamente estas dos proporcio=

nes, y quitando el término comun ABE, tendremos
ABC: ADE :: ABxAC: ADxAE.

- Corolario. Luego los dos tridngulos serian equivalen-
tes , si el rectingulo ABx AC fuese igual al rectingulo
AD xAE, 6 si tuviésemos AB: AD:: AE: AC, lo
qual se verificaria si la linea DC fuese paralela 4 BE.

PROPOSICION XXV.

TEOREMA.

~ Dos tridngulos semejantes estan entre si como los qua-
drados de los lados homologos, ~

Sea el dngulo A=D, y el 4dngulo B= E.

Desde luego, por ser iguales los iangulos A y D,
tendremos segun la proposicion anterior

ABC: DEF:: ABx AC: DE xDF.

Por otra parte la semejanza de los triingulos nos
da AB: DE:: AC: DF. Y si multiplicamos ordena-
damente esta proporcion por la idéntica AC: DF::
AC: DF, resultarg

- ABxAC: DExDF:: (AC)*: (DF),

Luego

ABC: DEF:: (AC)’ (DF)*.

Luego dos tridngulos semejantes ABC , DEF estan
entre si como los quadrados.de los lados homologos AC
y DF, 6 como los quadrados de otros dos lados homo-
logos qualesquiera.

XX

Fig. 132
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PROPOSICION XXVL
TEOREMA.

‘Dos poligonos semejantes estan compuestos de igual
nimero de tridngulos semejantes cada uno al suyo, y se-
mejantemente colocados.

En el poligono ABCDE tirense desde un mismo 4n-
gulo A 4 los demas dngulos las diagonales AC, AD. En
el otro poligono FGHIK tirense del mismo modo desde
el dngulo F homologo a A las diagonales FH , FI 4 los
demas dngulos.

Por ser los poligonos semejantes , el dngulo ABC es
igual 4 su homologo FGH *, y ademas los:lados AB y
BC son proporcionales 4 los lados FG y GH ; de modo
que tenemos AB : FG: : BC: GH. De aqui sacamos que
los triingulos ABC , FGH tienen un 4dngulo igual com~
prehendido entre lados proporcionales : luego son seme-
jantes % : luego el dngulo BCA es igual a2 GHF. Si res-
tamos estos angulos iguales de los otres iguales BCD,
GHI , los residuos ACD y FHI ser4n iguales. Pero por
ser semejantes los tridngulos' ABC y FGH', tenemos AC:
FH:: bC: GH. Por otra parte, la semcianza de los
poligonos * nos da BC: GH:: CD: HI: luego AC:
FH:: CD: HI; pero hemos visto ya que el dngulo
ACD =FHI : luego los triangulos ACD y FHI rienen
igual un 4ngulo comprehendido entre lados proporciona-
lés : luego son semejuntes. Del mismo modo se conti-
nuaria demostrando la semejanza de los triangulos si-
guientes , sea qual fuere el nimero de lados de los po~
ligonos propuestos : luego dos poligonos semejantes es-
tan compuestos de un mismo numero de tridngulos se=
mejantes , y semejantemente colocados.

Escolio. Igualmente es cierta la proposicion inversa:
si dos poligonos estan compuestos de igual nimero de tridne
gulos semejantes , y semejantemente colocados , estos dos

/
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. poligonos serdn semejantes.

Porque la semejanza de los tridngulos respectivos
dari el angulo ABC=FGH , BCA=GHF, ACD=FHIL:
luego BCD=GHI, y CDE=HIK, &c. Tendremos
ademas AB: FG:: BC: GH:: AC: FH: CD: HI, &c.:
luego los dos poligonos tienen los angulos iguales y los
lados proporcionales , y por consiguiente son semejantes.

PROPOSICION XXVIL
TEOREMA.

Los contornos & perimetros de los poligonos semejantes
siguzn la razon de sus lados homdlogos , y sus superficies
la.de los quadrados de estos mismos lados. )

Porque 1.° ya que tenemos por la naturaleza de las Flg 129.
figuras semejantes AB: FG:: BC: GH:: CD: HI, &, :
podemos deducir de esta serie de razones iguales : la su-
ma de los antecedentes AB—~+BC—+-CD , &c., perime~
tro de la primera figura es 4 la suma de los consecuen-
tes FG+ GH+HI, &c. , perimetro de la segunda, co-
mo un antecedente es @ su consecuente , o como el lado
AB'es 4 su homologo FG. -

2.° Por ser semejantes los: trlénguIOS ABC, FGH,
tenemos ¥ ABC*t FGH:: (AC)?: (FH)2. Del mismo *Pr.2s.
modo , los triangulos semejantes ACD, FHI dan ACD:
FHI :: (AC)?* : (FH)? : luego 4 causa de la razon comun”
(AC)’ (FH)?, tenemos:

~ ABC: FGH :: ACD : FHL
Por un raciocinio semejante hallariamos
ACD:FHI:: ADE: FIK.

Y asi succesivamente , si hubiese mayor niimero de
tridngulos. De esta serie de razones iguales sacamos : la
suma de los antecedentes ABC+ACD~+ADE, 6 el
poligono ABCDE, es 4 la suma de los consecuentes
FGH —+ FHI +FIK, ¢ al poligono FGHIK , como un
antecedente ABC es 4 su comsecuente FGH 0 como



Fig.v 130.

*18, 2.

86 GEOMETRTfA.
(AB)? es 4 (FG)? : luego los poligonos semejantes siguen
la razon de los quadrados de sus lados homadlogos.
Corolario. Si construyésemos tres ﬁguras semejantes,
cuyos lados homologos fuesen iguales 4 los tres lados de
un tridngulo rectangulo la figura formada sobre el lado
mayor seria igual 4 la suma de las otras dos; porque
estas tres figuras son proporcionales 4 los quadrados de
sus lados homologos ; pero el quadrado de la hypote-
nusa es igual 4 la suma de los quadrados de los otros
dos lados: luego &c. -

PROPOSICION XXVIIL

TEOREMA.

Las partes de dos cuerdas AB, CD, que se cortan en
un circulo , son reciprocamente proporcionales; esto es, que -
tenemos AO : DO :: CO: OB. "

Tirense AC y BD.

En los tridngulos ACO, BOD los dngulos en O son.
iguales por opuestos al vértice ; el dngulo A es igual al
angulo D , por estar inscritos en un mismo segmento ¥;
y por la misma razon el angulo C=B: luego estos
tridngulos son semejantes , Y sus lados homélogos dan
la proporcion AO: DO :: CO: OB. _

Corolario. De aqui sacamos AO x OB =DOxCO:

. luego el rectingulo de las dos partes de una de las cuer-

Fig. 131

das, es igual al rectingulo de las dos partes de la otra.
PROPOSICION XXIX.

TEOREMA.

Si desde un mismo punto O , tomado fuera del circu-
lo, tiramos las secantes OB, OC , terminadas en el arco
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cdncavo BC , las secantes enteras serdn reciprocamente
proporcionales con sus partes externas ; esto es, que ten-
dremos OB:0C:: OD: OA.

Porque si tiramos AC y BD, los tridngulos OAC,
OBD tienen comun el dngulo O ; ademas el dngulo
B=C % : luego estos tridngulos son semejantes , y los *#18. a.
lados homologos nos dan la proporcion . :

OB: OC:: OD: OA.

Corolario. Luego el rectingulo OAxOB es igual al
rectangulo OCx OD.

Escolio. Adviértase que esta proposicion tiene mucha
analogia con la anterior , y- que.solo se diferencia en
que en vez de. cortarse las dos cuerdas AB, CD dentro
del circulo, se cortan fuera. Tambien la proposicion si~
guiente puede mirarse como un caso particular de esta.

PROPOSICION XXX,
TEOREMA,

Si desde un nismo punto O , tomado fuera del circu-Fig: 132
lo , tiramos una tangente OA y una secante OC, la tan~
gente seré media proporcional entre la secante y su parte
externa 5 de modo que serd OC: AO:: AO: OD, d,l
que es lo mismo , (OA)?=0Cx OD.

Porque tirando AD y AC, los tridngulos OAD,
OAC tienen un dngulo-comun. Ademas el angulo OAD,
formado por una tangente y una cuerda ¥, tiene por ;g
medida la mitad del arco AD, y el angulo C tiene la
misma medida : luego el angulo OAD=C, y asi dos
tridngulos son semejantes , y tenemos la proporcion -

OC:0A:: OA: OD,

que da (0A)2=0CxOD.
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PROPOSICION XXXL
3 TEOREMA.

En un tridngulo ABC, si dividimos el dngulo A en
dos partes iguales con la linea CD, el recténgulo de los
lados AB, AC serd igual al rectdngulo de los segmentos
BD, DC, mas el quadrado de la secante AD.

Hagase pasar una circunferencia por los tres pun-
tos A, B,C; prolonguese AD hasta que encuentre 4
la c1rcunferenc13 , ¥ tirese CE.

El triagngulo BAD es semejante al tridngulo EAC;
porque , por hypotesis , el dangulo BAD=EAC ; ade-
mas el ingulo B=E, por tener 4mbos por medida la
mitad del arco AC : luego estos tridngulos son semejan-
tes, y sus lados homologos dan la proporcion BA: AE::
AD: AC; de aqui resulta BAxAC=AExAD ; pero
AE=AD~+DE, y multiplicando de ambas partes por
.AD, tenemos AExAD = (AD)?+AD x DE ; por otra
parte AD x DE =BD xDC * : luego ﬁnalmente

BAxAC= (AD)’-o-beDC

PROPOSICION XXXIL
TEOREMA.

En todo tridngulo ABC , el rectangulo de los dos lados
AB, AC, es igual al rectangulo del diagmetro CE del cfr=
culo arcumcrzto por la perpendicular AD , baxada sobre
el tercer lado BC.

Porque si tiramos AE, los tridngulos ABD y AEC
son rectangulos , uno en D, y el otro en A ; ademas el
angulo B=E: luego estos trldngulos son seme_]antes , Y
dan la proporcion AB: CE:: AD: AC, de donde sa-
camos ABx AC=CExAD.



"LIBRO IIL 8

Corolario. Si multiplicamos estas cantidades iguales
por una misma cantidad BC, tendremos AB x ACxBC =
CE x AD x BC. Pero ADxBC es el duplo de la superfi-
cie del tridngulo % : luego el producto de los tres lados *Px. 6.
de un-tridngulo -es igual .4 su superficie multiplicada por
el duplo del digmetro del circulo circunscrito.

El producto de tres lineas se llama algunas veces
un sélido , por la razon que se verd luego. Su valor es
ficil de concebir ’ imaginando que las lineas estan redu~
cidas 4 ndmeros , 'y ‘multiplicando dichos nimeros.

Escolio. Tambien se puede demostrar que la super~
ficie de un tridngulo es igual & su perimetro multiplicado

or.la mitad del radio del circulo inscrito.

Porque los tridngulos AOB, BOC, AOC, cuyo vér- Fig. 8y.
tice comun es O, tienen por al&ura comun el radio del
circulo inscrito : luego la suma de estos tridngulos serd
igual 4 la suma de las bases AB, BC, AC multiplicada
por la mitad del radio OD: luego el tridngulo ABC
es igual 4 su perimetro mmnphcado por la mitad del
radio del cxrculo inscrito,

PROPOSICION xXx»In.'
TEOREMA.

En todo” qaadrtlaterb Imcrzto ABCD el rect:fngulo Fig. 135
de las dos-diagonales AC, BD , es igual é la suma de
dos rectdngulos de los lados opue:ros; de modo que tenemos
ACxBD=AB xCD+AD xBC.

- Toémese el arco CO=AD.

Tirese BO que encuentre 4 la diagonal AC en'I. -

Los angulos ABD y CBI son iguales , pues el uno
tiene por medida la mitad de AD, y el otro la mitad
de COigual 4 AD. El ingulo ADB=BCI, por estar
inscritos 4mbos en un mismo segmento AOB : luego el
tridngulo ABD. es semejante al triangulo IBC, y tene-
mos la proporcion AD: CI:: BD: BC ; de donde re-

12
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sulta ADxBC=CIx BD. Digo ahora que el tridngulo
ABI es semejante al triangulo BDC ; porque siendo el
arco AD=CO ; si por ambas partes afiadimos OD, ten-
- dremos el arco AO=DC : luego ¢l dngulo ABI= DBC
Ademas los dngulos BAI, BDC son iguales por estar
inscritos en un mismo segmento : luego los tridngulos
ABI y DBC son semejantes » ¥ sus lados homologos dan
la proporcion AB: BD:: Al: CD; de donde deduci-
mos finalmente ABx CD=AIxBD. .

Sumando los dos resultados hallados , y observando
que AIxBD—+CIxBD = (Al+CI)xBD=AC xBD,
resultara ADxBC + ABxCD =AC x BD.

Escolio. Del mismo modo se puede demostrar otro
* teorema sobre el quadrilatero inscrito. -~

- El triangulo ABD, semejante 4‘BIC, da la propor-
cion BD: BC:: AB: BI'; de donde resulta BlxBD=
BCxAB. Si afiadimos CO , el triangulo ICO , semejante
4 ABI, seri semejante 4 BDC, y dard la proporcion
BD: CO:: DC: OI; y de aqui deducimos Ol x BD=
COxDC, 6 por ser CO=AD, OIxBD=ADxDC.
Sumando los dos resultados , y reparando que BIxBD
=+ OIxBD.se reduce 4 BO xBD, sacaremoes BO x BD
=ABxBC~+ ADx DC.

Si hubiesemos tomado BP=AD, y tirado CKP,
habnamos hallado por un camino parecido

. CPxCA=ABxAD<+BCxCD. " :

Pero siendo el arco BP=CO, si anadimos por. am»~
bas partes BC, tendremos el arco CBP=BCO : luego
la cuerda CP es igual 4 la cuerda BO, y por consi-
guiente los rectingulos BOxBD, y CPxCA siguen
entre si la razon de BD: CA: luego. '~
BD: CA:: ABxBC+ADxDC: ADxAB+BCxCD
Luego las dos diagonales de un quadrildtero inscrito si-
guen una con otra la razon de los rectdangulos de los lados
que terminan en sus extremos.

Estos dos teoremas pueden servir. para halla.r las
diagonales conocndos los dados. . : S
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PROPOSICION XXXVI.

 TEOREMA..

Sea P un punto dado. dentro del circulo sobre el radio Fig. 136

AC, y témese afuera un punto Q sobre la prolongarion
el mismo radio , de modo que tengamos CP : CA:: CA:
CQ ; si desde un piinto qualquiera M.de la circunferencia
tiramos 4 los dos puntos P y Q las.rectas MP',, MQ ; di-
g0 que estas rectas seguirdn una razon- com’tante, Y que
tendremos PM : MQ : + AP : AQ.

Porque , por .suposicion , tenemos CP : CA ¢ Chs
CQ; poniendo CM en. lugar de CA 5 sacamos CP: CM::
CM: CQ: luego los triingulos CPM y CQM tienen
igual un dngula: comprehendldo entre lados proparcio-

~

nales ¥ : luego son semejantes , y el tercer lado MP.es * %0. 3.

al tercero MQ como CP es 4 CM 6 CA. Pero la pro-
porcion CP : CA :: CA v CQ da dividendo , CP: CA ::
CA—CP: CQ—CA,o CP:CA:: AP: AQ luego
MP: MQ : ’.AQ R R T T

z‘,::.

[ anarras)

(3

Prablemas xrdlatwos aL Zibro. III -

s

RN PO I ANt Py o v 3

PR,O BLEMA I.
Dwzdzr una linea recta dada en tantas partes zguale:
.quantas se quiera , 6.en partes proporcionales & lineas dadas.

Propongzmonos dividir ;1a. dinea, AB en cinco an‘x31

-partes 1guales Por: el extremo- A:tirese Ja recta indefini-
da AG, y tomando AC de'un tamafia qualquiera, lié-
vesela cinco veces sobre AG. Tirese por el ultimo pun-
to de division G, y el extremo B la linea GB ,,y lues
go se tirard CI paralela a4 GB: digo que Al serd la
quinta parte de la linea AB, y que asi, llevando AI
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cinco veces sobre AB, esta quedard dividida en cinco
partes iguales. e

Porque una vez que CI es paralela 4 GB, los la~
dos AG y AB estan cortados proporcionalmente en C
¢ 1. Pero AC es la quinta parte de AG: luego Al es

* tambien la quinta-parte de AB.

2.° Propongdmonos dividir la linea AB en partes~
proporcionales con. las lineas dadas P, Q, R. Por el
extremo A:tirése -12 indefinida AG, tomese . AC=P,
CD=Q , . DE=R junanse los extremos Ey B, y por
los puntos C, D:tirgnse CI , DK paralelas 4 EB : digo
que la linea AB estara dividida en partes Al, IK, KB
proporcionale 4 las lineas dadas P, Q, R.

- Porque por razon de las paralelas CI , DK, EB,
las partes Al ;; IK, KB 'son proporcionales 4 las partes
AC-, €D, -DE'* ; y.estas por construccion son iguales

4 las lineas dadas P, Q, R. : l
e d:e .y DPROBLEMA IL. - 1 filio.
oot bes A T T I )
Hallar una quarta proporcional: & tres lircas dadas
A,B,C _
—- Firense - indefinidamente--las ‘dos rectas DE-y DF,

que formen un dngulo qualquiera. Sobre DE tomese
DA=A,%y DB=B ,sobré' DF témesé DC=C, tirese

AC, y por el punto B tirese tambien BX paralela 4 AC:

digo que DX sera la quasta propotcional pedida.
Porque por ser BX paralela 4 AC, tenemos la pro~

porcion DA : DB:: DC: DX pero los tres primeros

términos 'de 'esta proporcion son iguales 4 las tres rectas

+ 5 dadas ¢ Tuego DX es Ia quarta proporcional -pedida.

- 1" Corolario: Por: ebimismo método. se hallard una ter=
ceta proporcionalid dos rectaé dadas/A y. B, porque se-
rd. la misma que la quaria. proporcional 4 las tres
A,B,C . :

: ;
f . B .
| P

diy
] ,
e ool

aé
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PROBLEMA IIL

Hallar una media proporczonal emtre dos lmeas dada: Fig. 140.

AyB

ySobre la lmea indefinida DF tomese DE A, y
EF=B; sobre la linea entera DF como didmetro trice-
se la semxcnrcunferencna DGEF ; en el punto E levintese
al didmetro la perpendicular EG » que encuentre 4 la
circunferencia en G : digo que EG serd la medla pro-
porcional que buscamos.

Porque la perpendicular GE baxada desde un pun- o

to de la circunferencia al dlémetro » es media propor-

cional entre los dos segmentos DE y EF del didmetro *;*Prop.a3,

Pero estos segmentos: son xguales 4 las lineas dadas A,
B: luego, &c. ‘

PROBLEMA IV.

Dzvtdzr la linea dada AB en dos partes, de modo Fig, y41,

que la mayor sea media proporcional entre la linea entera
Y la otra parte.

En el extremo B de la linea AB levintese la per-
pendicular BC igual 4 la mitad de AB ; desde el punto
C, como centro, y con el radio CB, describase una
circunferencia; tirese AC, que cortara 4 la circunferen-
ciaen D, y tomese AF=AD: digo que la linea AB
quedara dividida en el punto F del modo que se plde,
esto es, que tendremos AB: AF:: AF : FB.

Porque siendo AB perpendlcular en el extremo del
radio CB es una tangente ; y si prolongamos AC hasta
" .que encuentre de nuevo 4 la circunferencia en E, ten-
dremos ¥ AE: AB:: AB: AD: luego dividendo AE —
AB: AB:: AB—AD: AD. Pero por ser el radio BC
la mitad de AB, el didmetro DE es igual 4 AB, y por
consiguiente AE — AB=AD =AF ; igualmente por ser
AF=AD, tenemos AB— AD= FB luego AF: AB:

* Pr. 0.
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FB: AD=AF : luego invertendo AB: AF :: AF: FB.
Escolio. Este modo de dividir la linea AB » se lla-
ma dividirla en media y extrema razon, cuyo uso se
- verd mas adelante. Se puede advertir que la secante
AB esta dividida en media y extrema razon en el punto
D, porque de ser AB=DE, sacamos AE: DE : : DE:
AD.

PROBLEMA V,

Fig.142.  Por un punto dado A en el dngulo conocido BCD tirar
la linea BD , de modo que las partes AB, AD ; compre-
hendidas entre el punto A ¥ los dos lados del angulo,
sean iguales.

Por el punto A tirese AE paralela 4 CD; tomese
BE=CE, y por los puntos B y A tirese BAD » que
serd la linea pedida.

Porque siendo AE paralela 4 CD, tenemos BE :
EC:: BA: AD ; pero BE=EC: luego BA=AD.

PROBLEMA VL.

- Formar un quadrado equivalente & un paraleligramo,
6 d un tridngulo dado.
Fig. 143. 1.° Sea ABCDel paralelogramo dado AB su base
DE su altura.
®Pr. 3. Entre AB y DE bisquese una medna proporclonal
XY *: digo que el quadrado formado sobre XY sera
equlvalente al paralelogramo ABCD.

Porque por construccion AB: XY:: XY: DE¢
luego (XY)*=ABxDE ; pero ABxDE es la medida
del paralelégramo , y (XY)? la del quadrado luego som
equivalentes.

‘Fig. 144 2-° Sea ABC el tnangulo dado BC su base , AD
su altura.

Toémese una media proporcional entre BC, y la
mitad de ‘AD , y séalo XY : digo que el quadrado for-
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mado sobre XY serd equivalente al tridngulo ABC.
Porque por ser BC: XY : XY: £AD, resulta (XY)*
=BC x$AD : luego el quadrado formado sobre XY es
equivalente al tridngulo ABC... " L

PROBLEMA VIL

. Formar sobre la linea dada AD un rectdngulo ADEX Fig. 145
equivalente al rectdngulo dado ABFC.. ' .

Biisquese una quarta proporcional 4 las tres lineas
AD, AB, AC, y séalo AX: digo que el rectingulo
formado sobre AD'y AX: ser equivalente al rectingulo
ABFC. ' . o

Porque ya que -AD: AB:: AC: AX, serd ADx
AX =AB x AC : luego el rectingulo ADEX es equiva-
lente al rectangulo- ABFC. o .

PROBLEMA VIIL

" Expresar en lineas la razon entre el rectdngulo for- Fig. 148.
mado de las rectas Ay B, y el formado de las Cy D. :
Sea X una quarta proporcional 4 las tres lineas B,
C, D: digo que ia razon entre estas dos lineas A y X
ser4 la misma que 1a delos dos rectingulos AxB y CxD.
Porque una -vez.‘que B::C::D: X, serd CxD
=BxX : luego AxB: CxD:: AxB:BxX:: A: X.
. Corolario. Luego para hallar la razon de los quadra-
dos formados sobre ‘las lineas dadas A’y C, se debe
buscar . una tercera. proporcidnal. X 4 -las lineas- Ay
C, de modo que tengamos-A: C.:: C: X',y sacare=
mos A2: C?:: A: X, - S
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PROBLEMA IX.

Fig. 149.  Hallar en lineas la razon del producto de tres rectas

dadas A, B, C con el prodﬁcto de otras tres P, Q, R,
dadas tambten

A las tres lineas dadas P, A, B biisquese una quar-
ta proporcional X , 4 las otras tres dadas C, Q, R bus-

© quese ignalmente .una quarta proporctonal Y. Las dos

an 146.

rectas X, Y estarin'.entre. si. como los productos
AxBxC,PxQxR.
Porque de ser P: At: B: X, sacamos AxB=
PxX ; y multiplicando., ambos mxembros por C, AxB
x C=CxPx X. Igualmente, por ser C: Q: R Y,
resulta, Q xR=Cx Y ; y multiplicando los. dos tému-
nos por P, tenemos PxQxR PxCxY : luego el pro-
ducto AxBxC es al producto PxQxR como CxPxX
esd PxCxY, 6 como XesdV.

PROBLEMA x.°

Formar un trigngulo equivalente & un poligono dado.

Sea ABCDE el poligono dado.

Tirese desde luego CE , que corta el tridngulo CDE
del poligono entero.;.por: el - punto D tirese DF para~
lela 4 CE hasta que encuentre i la prolongacion de AE;
tirese CF, y' 'el:poligo:ﬂo: ABCDE sera. equivalente al
poligono ABCF que tiene un lado.ménos.

. Porque los tridngulos CDE y CFE tienen comun
la base CE ; tienen tambien una misma altura, por es—
tar situados sus vértices D y F en una misma recta DF

-paralela 4 la base : luego. estos tridngulos son equivalen—

tes, Afiadiendo por ambas partes la figura ABCE , ten~
dremos por un lado el poligono ABCDE, y por el otra
el poligono ABCF , que serin equivalentes.

Del mismo modo podemos restar el dngulo B subs-
tituyendo al tridngulo ABC el tridngulo equivalente
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AGC , y asi el pentigono ABCDE quedari tra.nsformz-
do en un tridngulo equlvalente GCF.
. Del mismo método .nos. serviremos en qualqulera

otea figura ; porque disminuyendo uno por uno sus la~
dos , vendremos & dar al cabo con el tridngulo equiva~
lente : o

Escolio. Ya hemos visto que qualquiera tridngulo se
puede transformar. en- un: quadrado equivalente %, y ¢ Pro.
asi podremos hallar siempre un quadrado eqmvalente i
una figura rectilinea dada esto:es lo-que llamamos qua~
drar la tal figura rectilinea , 6 hallar su quadratura.

- El problema de la quadratura del circulo consiste
en hallar un quadrado equivalente 4 un cn'culo cuyo
didmetro es dado, oo ,

PROBLEMA XI

Formar un quadrado que sea igual d la suma, 6 4
la diferencia de dos quadrados dados. .

- Sean A y B los lados de los quadrados-dados. ©  Fig. 147
1.° Si nos proponemos hallar un.quadrado igual 4
la suma de estos quadrados , tirense las dos rectas inde-
finidas ED y. EF que formen un dngulo recto. Témese
ED=A, y EG=B, tirese. DG, y este seré el lado del

quadrado que buscamos. :

Porque siendo rectingulo el trdm.gulo DEG el qua-
drado. formado sobre DG es igual 4 la suma de: los
formados sobre ED y EG.

2.° Si queremos hallar un quadrado igual 4 la dlfe—
rencia de los quadrados dados ,. formese igualmente el
dngulo recto FEH , tomese GE igual al menor de los
lados A y B. Desde el punto G, como centro, y con un
radio GH igual al otro lado , tricese un arco que corte
4 la recta EH en H: digo que el quadrado formado
sobre EH sera igual 4 la diferencia de los formados so-

bre las lineas A y B.
Porque siendo rectingulo el tridngulo GHE', la hy-

13
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potenusa GH es igual & A, y el lado GE=B: luego
el quadrado formado sobre EH , &c. -

Escolio. De este modo podemos ‘€nCcontrar un qua-
drado igual 4 la suma de quantes quadrados se quiera
porque la construccion que reduce. dos 4 uno solo , ser-
vird para reducir tres 4 dos, estos dos 4 uno, y asi de
los demas. Lo mismo sucederia si hubtesemos de restar

' algunos quadrados de la suma de otros.

i L

PROBLEMA XII

Fig. 150.  Construir um quadrado que esté con otro quadrado
dado ABCD , como la linea M con la linea N. .
Sobre la recta indeterminada EG , tomese EF=M,
y FG=N; sobre EG, como didmetro, tricese una se-
micircunferencia, y en:el punto F levintese al diime-
tro la perpendicular FH. Desde el punto H tirense las
cuerdas HG, HE, prolongindolas indefinidamente ; so~
bre la primera tomese. HK igual al lado AB del qua~
drado, y por el punto K tirese KI paralela 4 EG: di-
go que HI seri el lado del quadrado que buscamos.:
- Porque las paralelas KI y GE nos dan HI : HK : ¢
HE : HG: luego (HI)*: (HK)?:: (HE)?: (HG)? ; pe~
Pr. a3. ro en el tridngulo rectingulo EHG *, el quadrado de
EH es al quadrado de HG como el segmento EF es: al
segmento FG, 6 ‘como M es & N : luego (HI)?: (HK)*:
M : N. Pero HK=AB : luego el quadrado formado so»
bre HI es al formado sobre AB como M esd N '

" PROBLEMA XIII

Fig. 1a9.  Sobre el lado FG homédlogo de AB, trazar un polf-
gono semejante al dado ABCDE. -

En el poligono dado tirense las diagonales AC y

AD ; en el punto F hdgase el angulo GFH=BAC, y

en el punto G el dngulo FGH=ABC. Las rectas FH y

GH se cortarin en H , y FGH ser4 un triingulo seme-
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jante 4 ABC ; constriyase igualmente sobre FH , homo-
logo de AC, el trlangulo FIH semeJante a ADC s Y
sobre FI, homologo de AD, , construyase el trmngulo
FIK semejante 4 ADE, El pollgono FGHIK serd el po-
ligono que buscamds’, semejante -4:ABCDE.; :

Porque estos dos poligonos estan compuestbs de un
mismo numero de trlangulos semejantes y semejantemen-
te d.lspuestos ¥ oo b
. Co e L s [ORRD

TS PRLOBLEMA XIV. Chd o
R I _" PR E H A

Dadas dos ﬁgura.r semejantes, comtruzr otra ﬁgura Ser
mejante 4 ellas, que sea igual G sw suma 6 4 .su diferencia.

~Sean A y B dos lados:homologos de las figuras dadas;
basquese un: quadradé’ igual 4 ‘la stima:6: diferencia ode
los quadrados formados sobre. A 'y B 5 sea X el lado
de este quadrado que serz en la figura que -buscamos el
lado homologo 4 los A y-B de las figuras dadas ; y luego
construyase la figura segun el pnoblema anterior.

© ®Pr.a6

Porque las figuras semejantes siguen la razon de los

quadrados de sus lados homologos _pero el quadrado
«del lado X es igual 4 la suma 6 4 fa diferencia de los
quadrados formados sobre los lados homologos A"y B:

luego la figura formada sobre el lado X es igual 4 lasu-
ma.¢ diferencia de las figuras semejantes formada? s0—-

bre los lados A y B. . BRI

v1. s ‘v,)“!:'

 PROBLEMA. XV,

Construir una ﬁgara seme]ante dotra > y que este con
.ella en la razon dada de M 4 M.

:Sea A un lado de.la figura dada , X el lado, homolo-
go en la figura qué buscamos ; serd preciso que el qua-

drado-de X sea’al quadrado de Ai,comoM es 4 N %. #Pr a7,

Hallaremos , pues.; X por el pmblema XII ; y lo demas
se conclmra segun el problema XIr. .- E

N i :
.. s A
K &

see
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PROBLEMA XVL
Fig. 151, Construir. una figura semejante é-la figura P, yequi-
valente 4 la figura Q. - : -
~ Bisquese el lado M de un quadrado equivalente 4 la
-, figuraP, y el lado N de un quadrado equivalente 4 la fi-
gura Q. Sea ademas X una quarta proporcional 4 las tres
lineas dadas M, N'; AB. Sobre el lado X, homologo de
AB , tricese una figura semejante 4 P:y digo que esta
serd al mismo tiempo equivalente 4 la figura Q.
. Porque llamando Y la figura formada sobre el lado
X | tendremos P : Y« .; (AB)*: X*; pero, por construc-
cion, AB: X:: M:yN, 6 (AB)*:. X2:: M*: N%
duego P : Y :: M*: N% Perd tenemos tambien por cons—
truccion M? =P,y N2=Q : luego P: Y:: P: Q: lue-
go Y=Q: luego la figura Y es semejante 4 la figura P,
y equivalente @ la figura Q.. - :
.7 PROBLEMA XVIL
- Construir un rectangulo equivalente d un quadrado da-
do €y y cuyos lados -adyacentes compongan una ‘suma
determinada AB. ' oL
Sobre AB, como didmetro , tricese una semicircu
ferencia ; tirese paralelarhente al digmetro la linea DE
4 una distancia AD igual al lado del quadrado dado C.
Desde el punto E, en que la paralela encuentra 4 la
circunferencia, baxese al didmetro:la perpendicular EF;
digo que AF !y FB son'los lados’del ‘rectangulo pedido.
.+ Porque -su-suma es igual 4 AB, y su rectingulo
$Pr.23. AF xFB es igual al quadrado de EF %, 6 al quadrado
de AD: luego este rectingulo es equivalente al qua-
drado dado C. .. - .- - | . B
Escolio, Para que sea posible el problema, es preci-

Fig. 133,
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so' que la distancia AD no sea mayor que el radio’; esto”
es, que el lado del quadrado C no sea mayor que la

ad de la recta AB

1

- PROBLEMA XVIIL

Conspruir un rectdngulo équivalente G un quadrado C, Fig. 143,
y cuyos lados adyacentes tengan entre sf la diferencia da-
da. AB. :

Sobre la linea dada AB, como didmetro , tracese una
circunferencia ; por el extremo del didmetro tirese la
tangente AD igual al lado del quadrado C ; por el pun-
to D y el centro tirese la secante DE: digo que DE
y. DF serin los lados adyacentes del rectingulo pe-
dido. -

Porque 1.° la diferencia de estos lados es igual al did-
metro EF 6 AB; 2.°%¢l rectingulo DE xDF es igual 4
(AD)? * : luego este rectangulo serd equivalente al qua- * Pr. 300
drado dado C.

PROBLEMA XIX.

Hallar el comun divisor , si le hay , entre la diago-
nal y el lado del quadrado.

Siea ABCG un quadrado qualqulera , y AC su dia~ an 124

ona

& Es menester primeramente sobreponer CB 4 CA
quantas veces quepa ¥ , y para esto describase desde * Pr. !7-
el centro C, y conel radlo CB, el semicirculo DBE; y Lib.
vemos que CB cabe en AC una vez, y queda el residuo
AD. Resulta , pues, de la prunera operacion el cocien=
te 1 con la resta AD, que €s preciso comparar con BC
0 su igual AB.

Podemos tomar AF= AD )Y sobreponer realmente
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" "AF % AB; hallariamos que cabe dos veces y algo mas;
pero como este residuo y los que sigan van disminu-
yendo, y que en breve serian despreciables por.su pes
quefiez , esta operacion solo seria un medio mecinico
imperfecto , por el qual nos seria imposible saber si las
lineas AC y CB tienen 6. no tienen entre si un comun

(divisor ; pero hay un medio sencillisimo de evitar las

lineas decrecientes, teniendo solo que trabajar con li-

neas constantes, 6 cuya magnitud es siempre ‘una
misma. _ : .
En efecto , siendo recto el 4ngulo ABC, AB es una
tangente , y AE una secante tirada del mismo punto;
¢ Pr. 30. de modo que tenemos ¥ AD: AB:: AB: AE. Asi en
la segunda operacion , en que se trata de comparar AD
con AB, podemos poner en lugar de la razon de AD:
AB la de AB: AE ; pero AB, & su igual CD, cabe

) dos veces en AE, con el residuo AD : luego el resul-
tado de la segunda operacion es el cociente 2 con la
resta AD , que hemos de comparar 4 AB.

.o La tercera operacion , que consiste en comparar AD
con AB, se reducird tambien 4 comparar AB, & su
igual CD con AE, y tendremos de nuevo el mismo co-
ciente 2,y el residuo AD.

Inferiremos , pues, que jamas se acabard la opera~
cion , y que por consiguiente no hay comun divisor en-
tre la didgonal y el lado del quadrado : verdad conoci~
‘da ya en la aritmética, (pues estas dos lineas siguen

® Pr. 11. la razon de \/ a ¢ 1) ¥ ; pero que adquiere mayor fuer-
zo y claridad con la resolucion geométrica.

Escolio. Aqui vemos que tampoco es posible hallar

" en nimeros la razon exicta de.la diagonal con. el lado
del quadrado ; pero.podemos aproximarnos quanto que-
ramos por medio de la fraccion continua, que es igual
-4 dicha razon La primera operacion ha dado de cocien-
te 1 ; la segunda, y todas las demas al infinito, dan 2;
y asi la fraccion de que tratamos es
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+5

, g, ae, alnfnie,

Por exemplo , si calculamos esta fraccion hasta el
quarto término inclusive, hallamos que su valor es 133
6 %3 ; de modo que la razon aproximada de la diago-
nal al lado del quadrado es la de 41 : 29. Hallariamos
una razon mas aproximada-, calculando mayor nimero
de términos.
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LIBRO IV.

f

LOS POLfGONOS REGULARES, Y LA MEDIDA
DEL CIRCULO.

. DEFINICION.

Un poligono , que es equidngulo, y equildtero al
mismo tiempo, se llama poligono regular. '

El poligono regular no tiene ndmero determinado
de lados. El tridngulo equilitero es un poligono regu-
lar de tres lados ; el quadrado lo es de quatro,y asi
sucesivamente.

PROPOSICION PRIMERA.
TEOREMA.

Dos poligonos regulares de un mismo nimero de lados
son dos figuras semejantes.
Fig. 143. Sean , por exemplo, los dos exigomos regulares
ABCDEF , abcdef , 1a suma de los angulos es una mis-
® 35. I ma en ambas figuras , y vale ocho 4ngulos rectos. *

' El dngulo A es la sexta parte de esta suma, igual-
mente que el dngulo a: luego estos dos dngulos A y 4
son iguales, y lo mismo- sucede por consiguiente con los
angulos By 5, C y ¢, &c. Ademas, ya que por la
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naturaleza de los poligonos son iguales los lades AB,
BC, CD, &c., del mismo modo que ab, ¢b, cd, v,
es claro que tenemos las proporciones AB: ab:: BC:
be:: CD: cd, &c.: luego estas dos figuras tienen los
é.ngulos 1gua1es y los lados homologos proporcionales , y
por consiguiente son semeJantes * * Def. 2.
Corolario. Los perimetros de dos pohgonos regulares Lib. 3.
de un mismo namero de lados estan entre si como los
lados homologos , y sus superficies como los quadrados
de estos mismos ladas. ¥ o %amg,
Escolio. El dngulo de un polxgono regular se- deter-
mina por el namero de sus lados, como el de un poliw
gono equidngulo. Véase la prop. XXI, lib. L

PROPOSICION II
TEOREMA;

Qualqmera poligono regular. guede estar inscrito y cir-
cunscrito d.um circulo.., .

. Sea ABCDE el pollgono de que ttatamos - . Fig. 146.

Imaginese que hacemos. pasar una circunferencia
-por los tres puntos A, B, C; sea O su centro, y OP
1a perpendicular baxada al medio del lado BC. Tirense
AO y OD.

Los dos - quadrititeros -OPCDy OPB‘\ pueden s0-
breponerse uno 4 otro ; pues en efecto , el lado OP es
.comun , el dngulo OPC=OPB, por ser ambos rectos:
duego el lado PC se sobrepondrd 4 su igual PB, y el
punto C caerd en B. Ademas, por la naturaleza del po-
Jligono , el angulo PCD=PBA: luego CD tomari la di-
xeccion BA, y por ser CD=BA, el punto D coincidi-
ri con A, y los dos quadriliteros se ajustardn perfecta-
mente uno con otro. Es, pues, la distancia OD igual
4 AO, y por consiguiente la circunferencia que pasa
por los tres puntos A, B, C, pasard tambien por el
punto D ; pero por un raciocinio semejante, probare-

14
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mos que la circunferencia que pasa por los tres vértices
B, C, D, pasard por el inmediato E, y asi sucesiva-
mente : luego la misma circunferencia que pasa por los
puntos A, B, C, pasa por todos los vértices de los 4n-
gulos del poligono , y dicho poligono queda inscrito en
esta circunferencia.

-En segundo lugar , con respecto 4 esta circunferen-
cia 4 todos los lados AB, BC, CD, &c., son.cuerdas
iguales, y por o mismo estan eqmdnsta.ntes del centro¥*:
luego si desde el punto O, como centro, y con el ra-

dio OP : trazamos una clrcunferencna s dicha circunfe-
rencia serd tangente en la mitad del lado BC, y de to-
dos los demas del poligono , y la circunferencia queda- .
r4 inscrita en el pohgono 6 el poligono circunscrito 4
Ia circunferencia.

Escolio 1. El punto O, centro comun del circulo
inscrito y del circunscrito’, puede considerarse tambien
como centro del poligono, y por esta razon se llama
dngulo del centro el dngulo AOB , formado por los dos
radios tirados 4 los extremos de un mismo lado AB. .
. Una vez que todas las cuerdas AB, BC, &c., son
iguales , claro estd que todos los éngulos del centro lo
son -tambien ; y que asi el valor de cada uno se halla
dividiendo quatro dngulos rectos por el nimero de los
lados del poligono.

Escolio 2. Para inscribir - un poligono - regular de
cierto ntimero de lados en una circunferencia dada, bas-
ta dividirla en tantas partes iguales como lados -debe te~
ner el poligono ; porque , siendo iguales los arcos, lo
seran tambien las cuerdas AB, BC, CD, &c.; los
triangulos ABO, BOC, COD, &c., serin iguales tam-
bien , porque son equiingulos entre si: luego todos los
dngulos ABC, BCD, CDE, &c., serin iguales, y la
figura ABCDE, &c., serd un poligono regular.

~
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PROPOSICION IIL
PROBLEMA.

Inscribir un quadrado en una circunferencia dada.

Tirense dos didmetros AC, BD que se corten en
4ngulos rectos ; dnanse los extremos A,B,C, D,y
la figura ABCD serd el quadrado inscrito.

Porque siendo iguales los dngulos AOB, BOC , &c.,
tambien lo son las cuerdas AB, BC, &c.

Escolio. Por ser el tridngulo BOC rectdngulo ¢é isés-
celes , tenemos * BC: BO::V/,: 1 : luego el lado del
quadrado inscrito es al radio como la raiz quadrada de 2
es 4 la unidad. Lo ‘

*11. 3,

PROPOSICION 1V.

PROBLEMA. "
Inseribir un exdgono regular y un tridngulo equildtero
en una circunferencia dada. S
Supongamos resuelto ya el problema, y sea AB un
lado del exigono inscrito ; tirando los radios AO; OB,
digo que el triingulo AOB sera equildtero. '
Porque el dngulo AOB es la sexta parte de quatro .
4ngulos rectos ; y asi, tomando el dngulo recto por
unidad , tendremos AOB=%=2. Los otros dos angulos
ABO y BAO del mismo tridngulo valen juntos 2—2 6 £,
y como son iguales , cada uno vale 3 luego el triangu~
lo ABO es equildtero, y el lado del exigono inscrito es

Fig. 158,

igual al radio.
- Deducese de aqui que para inscribir un exigono re-
gular en una circunferencia dada , es preciso llevar el
radio seis veces sobre la circunferencia , y se concluir4
asi en el mismo punto en que se empezo. "
:* Inscritor ya- el exdgono ABCDEF': formaremos el

00
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tringulo equilitero ACE , uniendo los vértices de los
dngulos uno siy otro no. :

Escolio. La figura ABCO es un paralelégramo , y
aun un losango , pues AB=BC=CO=AO: luego ¥ Ia
suma de los quadrados de las diagonales (AC)? +(BO)*
es igual 4 la de los quadrados de los lados, que es 4(AB)?
6 4(BO)?; quitando de ambas partes (BO)?, quedar
(AC)*=3(BO)? : luego (AC)*: (BO)?:: 3: 1, 6 AC:
BO:: \/;: 1: luego el lada del tridngulo equildtero ins—~
crito es al radio, como la raiz quadrada de 3 es G la
unidad.

PROPOSICION V.
| PROBLEMA,
Inscribir en un circulo dado un decdgono regular , lue~

go un pentdgono y un pentedecdgono.
Dividase el radio OA en media y extrema razon en

" el punto M%*, tomese la cuerda AB igual al segmento

mayor OM , y AB seri el lado del decigono que debe-
mos llevar diez veces sobre la circunferencia.

Porque tirando MB, tenemos por construccion AO:
OM;: OM: AM; 6, por ser AB=OM, AO: AB::
AB: AM : luego los triangulos ABO y AMB tienen co-
mun un angulo A comprehendido entre lados proporcio-
nales: luego son semejantes *. El tridngulo OAB es isos-
celes , y por consiguiente el tridngulo AMB lo és tam-
bien, y tenemos AB=BM ; ademas AB=OM : luego
tambien BM = OM : luego el tridngulo BMO es isosceles.

El angulo AMB, externo del tridngulo isosceles
BMO, es duplo del interno O % ; pero el angulo AMB=
MAB: luego el tridngulo OAB es tal , que cada uno de
los 4ngulos de la base OAB 6 OBA es duplo del dngu-
lo del vértice O : luego los tres dngulos del tridngulo va-
len cinco veces el angulo O, y asi este es la quinta
parte de dos dngulos rectos, & la décima de quatro:
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luego el arco AB es la décima parte de la circunferenc;ia,
y la cuerda AB es el lado del decdgono regular.

Corolaria I. Si unimos de dos en dos los angulos del
dec:igono regular , formaremos el pentigono regular
ACEGIL

Corolario II. Siendo siempre AB el lado del decigo-
'no , sea AL el del exdgono ; entonces el arco BL sers,
respecto 4 la circunferencia , 3—:5, 0 % : luego la
cuerda BL serd el lado del pentedecigono , 6 poligono
regular de 15 lados. Vemos al mismo tiempo que el ar-
co CL es la tercera parte de CB.

Escolio. Habiendo inscrito un poligono regular , si
dividimos por mitad los arcos que sus lados subtenden,
y tiramos las cuerdas de los medios-arcos , estas forma-
rin un nuevo poligono regular de un nimero duplo de
lados ; asi vemos que el quadrado puede servir para
inscribir sucesivamente los poligonos regulares de 8, 16,
32, &c. , lados. Igualmente el exigono servird para ins-

cribir los poligonos regulares de 12, 24, 48, &c, la-
Alos; el decagono para los poligonos de 20, 40, 80, &c.,
lados ; el pentedecagono para los de 30, 60, 127, &c,
lados (1).

PROPOSICION VL
- PROBLEMA.

Dado el poligono regular inscrito ABCD , &. , cir- Fig. 160.
cunscribir d la misma circunferencia un poligono semejante.

(1) Hasta shora se ha creido que solo podian inscribirse estos
‘poligonos por la Geometria superior , 6 lo que es todo uno, por
‘1a resolucion de las equaciones de primero y segundo grado ; pero
un Geometra de Brunsvik , llamado Ch. Fred. Gauss, acaba de
probar , en una obra intitulada Disquisitiones Aritbmetice , Lip-
sie , 1801, que por el mismo método se pyede inscribir el poli=
gono regular de 1% lados, y en general el de 20 + 1 lados, con
tal que 20 4 1 sea un niimero primo.
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En el punto F, medio del arco AB, tirese la tan-
gente GH , que sera paralela 4 AB ¥ ; hdgase lo mismo
en cada uno de los demas arcos BC, CD, &c., y es~
tas tangentes formarin por sus intersecciones el poligo-
no regular circunscrito GHIK , &c, , semejante al poli~
gono inscrito.

Es ficil de ver desde luego que los tres puntos O,
B, H estan en linea recta, porque los tridngulos rec-
tangulos OTH, OHN tienen comun la hypotenusa OH,
y el lado OT=ON : luego son iguales *, y el angulo
LOH=HON, y por consiguiente la linea OH pasa por
el punto B , mitad del arco TN. Por la misma razon el
punto I estd en la prolongacion de OC, &c. Pero, por
ser GH paralela 4 AB, y HI 4 BC, el dngulo GHI=
ABC * ; tambien HIK=BCD , &c. : luego los dngulos
del poligono circunscrito son iguales 4 los del inscrito.
Ademas, estas mismas paralelas nos dan GH: AB::
OH: OB, y HI: BC:: OH: OB: luego GH: AB::
HI : BC. Pero AB=BC: luego GH = HI. Por la misma’
razon HI=IK, &c. : luego los lados del poligono cir-
cunscrito son iguales entre si: luego este poligono es
regular y semejante al inscrito,

Corolgrio 1. Reciprocamente , si nos diesen el poli-
gono circunscrito GHIK , &ec., y hubiésemos de trazar
por medio de él el poligono inscrito ABC, &ec., se echa
de ver que bastaria tirar 4 los vértices G, H, I, &e.,
del poligono dado las lineas OG , GH, &c., que en-
contrarian & la circunferencia en ‘los puntos ‘A, B,
C, &c.; se tirarian luego por ellos las cuerdas AB,
BC, &c., que formarian el poligono inscrito. Tambien
se podria en este caso tirar solamente por los puntos de
contacto T , N', P, &e., las cuerdas TN, NP, &c.,
que formarian igualmente un poligono inscrito semejan~
te al circunscrito. - :

Corolario II. Luego podemos circunscribir 4 un cirs
culo dado todos los poligonos regulares que sabemos
inscribir en dicho circulo y reciprocamente.
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PROPOSICION VIIL
TEOREMA.

El éGrea de un poligono regular es igual & su perime-
tro multiplicado por la mitad del radio del circulo ins=-
crito.

Sea , por exemplo , el poligono regular GHIK, &c.: Fig, 16o.

El triangulo GOH tiene por medida GHx3OT, y
el tridgngulo OHI tiene por medida HIx3ON ; pero
ON=OT : luego los dos tridngulos juntos tienen por
medida (GH~+~HI)x3OT. Continuando asi con los de~
mas triangulos , veremos que .la suma de todos ellos , 6
el poligono entero, tiene por medida la suma de las
bases GH , HI, IK, &c. , 6 el perimetro del poligono,
multiplicado por 3 OT, mitad del radio del circulo
inscrito.

Escolio. El radio OT .del circulo inscrito no es otra
cosa que la perpendicular tirada desde el centro 4 uno
de los lados ; algunas veces le llamamos apotema del

poligono.
PROPOSICION. VIIL
N TEORﬁMA. -

- Los perimetros de los poligonos regulares de un mismo
nimero de ladgs siguenria razon de los radios de los cir-
culos inscritos y circunscritos , y sus superficies la de los
quadrados de estos mismos radios.

Sea -AB un lado de uno de los poligonos de que tra- Fig, 161.

tamos , O su centro, y por consiguiente OA el radio
del circulo circunscrito, y OD perpendicular 4 AB, ¢l
radio del circulo inscrito. Sea igualmente ab el lade de
otro poligono semejante , o su centro, oa y od los ra-
dios de los circulos circunscritos ¢ inscritos.
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Los perimetros de estos dos poligonos estan entre sf
como los lados AB y ab; pero los dngulos A y a son
iguales por ser cada uno la mitad del angulo del poli-
gono , y lo mismo se verifica con los dngulos B y b: lue-
go los triangulos ABO , abo son semejantes , lo mismo -
que los triangulos rectingulos ADO, ado : luego AB :
ab:: AO:a0:: DO : do: luego los perimetros de los
poligonos estan entre si como los radios AO , ao de los
circulos circunscritos , y como los radios DO, do de los
circulos inscritos.

Las superficies de estos mismos poligonos estan en-
tre si como los quadrados de los lados homologos AB,
ab, y tambien como los quadrados de los radios de los
circulos circunscritos , 6 como los quadrados de los ra-
dios OD y od de los circulos inscritos.

PROPOSICION IX.
LEMA.

Toda linea curva 6 poligona que cubre de un extres
mo d otro la linea convexd AMB es mas larga que la li-
nea cubierta AMB.

Ya hemos dicho que por linea conuvexd entendemos
una linea curva 6 poligona, 6 en parte curva, y en par-
te poligona , tal que una recta solo puede cortarla en
dos puntos. Si la linea AMB tuviese partes entrantes ¢
sinuosidades, dexaria de ser convexi, porque bien se echa
de ver que una linea recta puede cortarla en mas de dos
puntos. Los arcos de circulo son por precision convexds;
pero la proposicion de que tratamos se extiende 4 una
linea qualquiera que:cumple la condicion que se exige.

Esto sentado, si la linea AMB no es menor que
todas las que las cubren, habri entre estas alguna linea
mas corta que todas las demas, que serdé menor que
AMB, 6 i lo mas igual 4 ella. Sea ACDEB esta linea
que cubre ; entre las dos lineas tirese por donde se quie~
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ra la recta PQ, que no encuentre 4 la linea AMB, 6 %
lo ménos que no haga mas que pasarla rasando ; la rec-
ta PQ es mas corta que PCDEQ : luego si 4 la parte
PCDEQ substituimos la linea recta PQ , tendremos la
linea APBQ mas corta que APDQB. Pero, por hipéte-
sis , esta debe ser la mas corta de todas : luego sera ab-
surdo este supuesto , y todas las lineas que cubren serin
mas largas que AMB.

PROPOSICION X.
LEMA.

Dadas dos circunferencias concéntricas , podemos ins=
eribir siempre en la mayor un poligono regular , cuyos la-
dos no encuentren d la menor , y podemos igualmente cir~
cunscribir & la menor un poligono regular , cuyos lados no
encuentren ¢ la mayor 5 de modo que en ambos casos los
lados del poligono descrito quedardn encerrados entre las
dos circunferencias. :

Sean CA- y CB los radios de las dos circunferencias Fig- 16 4

Por el punto A tirese la tangente DE , que termine
en la circunferencia grande en D y E; inscribase en esta
circunferenciaz uno de los poligonos que se pueden ins=
cribir por los problemas anteriores , dividanse luego por
mitad los arcos que los lados subtenden, y tirense las
cuerdas de estos arcos pequefios ; resultari un poligono
regular de un nimero duplo de lados. Contindese la bi-
seccion de los arcos, hasta que demos con un arco me-
nor que DBE. Sea MBN este arco , cuya mitad 6 pun-
to medio suponemos en B, claro estd que la cuerda MN
distard. mas del centro que DE , y que asi el poligono
regular , cuyo lado es MN no puede encontrar i la cir-
cunferencia , cuyo radio es CA. -

Sentadas las mismas cosas , tirense CM y CN, que
encuentren 4 la tangente DE en P y Q ; PQ serd el la=

15
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do de un poligono circunscrito 4 la circunferencia pe-
quefia, semejante al poligono inscrito en la grande, cu-
yo lado es MN Claro esta tambien que el poligono cir-
cunscrito , que tiene por lado PQ , no podra- encontrar
4 la circunferencia grande , pues CP es menor que CM.

Luego por la misma construccion podemos trazar un
poligono regular inscrito en la circunferencia grande , y
un poligono semejante circunscrito 4 la pequefia, los
quales tendran sus lados comprehendidos entre ambas
circunferencias.

Escolio. Si tenemos dos sectores concéntricos FCG
y ICH, tambien podremos inscribir en el mayor una
porcion de poligono regular , 6 circunscribir al menor
una porcion de poligono semejante , de modo que los
contornos de los dos poligonos esten cedidos 4 su cir-
cunferencia : bastara dividir sucesivamente el arco FBG
en2, 4,8, 16, &c., partes iguales, hasta dar con
una parte menor que DBE.

Llamamos aqui porcion de poligono regular la figu-
ra terminada por una serie de cuerdas iguales , inscritas
en el arco FG de un extremo & otro. Esta_porcion tiene
las principales propiedades de los poligonos regulares;
tiene los dngulos y lados iguales , y es al mismo tiempo
posible de inscribir y circunscribir 4 un circulo. Sin em=~
bargo, no seria parte de un poligono llamado con pro-
piedad regular , sino quando el arco que uno de sus la-
dos subtende fuese parte alicuota de la circunferencia, -

PROPOSICION XL
TEOREMA.

Las circunferencias de los circulos estan entre sf como
los radios , y sus superficies como los quadrados de dichos
radios. -

Sefialemos, para mayor brevedad , por c¢ir. CA la
eircunfer¢ncia., cuyo radio es CA: digo que tendremos
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circ. CA: circ. OB:: CA: OB.

Porque si esta proposicion no fuese cierta , CA se-
ria 4 OB como circ. CA es 4 un quarto término ma-
yor 6 menor que circ. OB. Supongdmosle menor , y sea,
si es posible, CA: OB: : circ. CA : circ. OD.

Inscribase en la circunferencia, cuyo radio es OB
un poligono regular EFGKLE , cuyos lados no encuen~
tren 4 la circunferencia trazada con el radio OD ¥ ; ins- * Pr. 70,
cribase un poligono semejante MNPSTM en la circun-
ferencia , cuyo radio es CA.

Esto sentado, por ser estos poligonos semejantes,
sus perimetros MNPSM y EFGKE son entre si como
los radios CA y OB de los circulos circunscritos ¥ ; y # pr, 8,
tendremos MNPSM : EFGKE: : CA : OB; pero, por
hipotesis, CA: OB:: circ. CA: circ. OD: luego
MNPSM : EFGKE : : circ. CA: circ. OD. Pero esta
proporcion es imposible , porque el contorno MNPSM
es menor que circ, CA¥, y al contrario EFGKE es
mayor que circ. OD: luego es imposible que sea CA &
OB como circ. CA 4 una circunferencia menor que circ.
OB; 0, en términos mas generales, es imposible que -
un radio sea 4 otro radio como la circunferencia traza—~
da con el primer radio es 4 una circunferencia menor
que la del segundo radio.

De aqui deduzco que tampoco puede ser que sea
CA 4 OB como circ. CA es 4 una circunferencia mayor
que circ. ; porque si esto fuera , saldria, mudando las
razones, OB es 4 CA como una circunferencia mayor
que circ. OB es 4 circ. CA, 6 lo que es todo uno, como
circ. OB es 4 una circunferencia menor que circ. CA:
luego un radio seria 4 otro radio como la circunferencia
del primero es 4 una circunferencia menor que la del
segundo , lo qual ya se ha demostrado que es impo-
sible.

- Valiéndonos de un raciocinio y de una construccion
enteramente parecidas , demostrariamos que las super—
ficies de los circulos son como los quadrados de sus ra<
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dios. No entraremos en mas por menores sobre esta pro-
' posicion , que ademas es un corolario de la siguiente.
Fig. 166. - Corolario. Los arcos semejantes AB y DE siguen la
razon de sus radios AC y DO, y sus sectores semejan~
tes ACB y DOE la de los quadrados de estos mismos
radios.
- Porque por ser semejantes los arcos , el 4ngulo C es
* Def. 3. igual al angulo O * ; pero el dngulo C es 4 quatro 4n-
Lib- 2. erulos rectos como el arco AB es 4 la circunferencia en-
tera descrita con el radio AC*,y el angulo O es 4
quatro dngulos rectos como el arco. DE es 4 la circunfe-
rencia descrita con el radio OD : luego los arcos AB y
DE son entre si como las circunferencias de que son
parte, y estas circunferencias son como los radios AC,
DO : luego: arco AB.: arco DE : : AC: DO. ;
Por la misma razon los sectores ACB y DOE son
como los circulos enteros , y estos san como los quadra-
dos de los radios: luego sect. ACB: sect. DOE: : (AC)?

DO~ . .
.. PROPOSICION XIL .

$317.3,

TEOREMA.

- La superficie del circulo es igual al producto de su
¢ircunferencia: por la mitad de su radio.. - '

Fig. 167..  Llamemos sup. CA la superficie del circulo, cuyo
radio es CA-; digo. que tendremos sup. CA = §CAx circ.
CA. . . -

Porque- si 3CAx circ. CA no fuese el drea del cir-
¢ulo trazado con el radio CA 4 esta cantidad seri la me-
dida- mayor ¢ menor. Supongamos primeramente que es
la medida de un circulo mayor,y sea, si es posible,
3CAx circ. CA=sup. CB. '

Al circulo 4 cuyo radio es CA, circunscribisele un
poligono regular DEFG , &c. , cuyos lados no encuen-

* Pr. zo. tren 4 la- circunferencia descrita con el radio CB *;
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fa superficie de este poligono serd igual 4 su contorno -
DE + EF <+ FG —+, &c., multiplicado por #AC *; pero el *Pr. 7.
perimetro del poligono es mayor que la circunferencia
inscrita , pues la rodea por todos lados : luego la super-
ficie del poligono DEFG , &c. , es mayor que 3ACx
circ. AC, que es la medida del circulo , cuyo radio es
CB ; y por lo mismo el poligono seria mayor que el cir-
culo. Pero al contrario es menor , pues esta dentro del
él : luego es imposible que #CAx circ. CA sea mayor
que sup. CA ; 6 en otros términos, es imposible que la
circunferencia de un circulo multiplicada por la mitad
de su radio sea medida de un circulo mayor.

- Digo en segundo lugar que dicho producto tampoco
puede ser la medida de un circulo menor ; y para no
mudar figura , supondré que este circulo es el trazado
con el radio CB. Es, pues, preciso probar que 3CB x
circ. CB no puede ser medida de un circulo mas peque-
fio , v. gr. que el que tiene por radio 4 CA. Con efec~
to, sea, si es posible , 3CB x circ. CB=sup. CA.

Hecha la misma construccion que en el caso ante-
rior , la superficie del poligono DEFG , &c., tendri por
medida (DE + EF +~FG <+, &c.)x #CA ; pero el con-
torno DE+EF—+FG ~+, &c., es menor que circ. CB
que le rodea por todas partes : luego el drea del poligo-
no es menor que #CA x circ. CB, y con mayor razon
amenor que §CB x circ. CB. Esta tltima cantidad es, por
- suposicion , la medida del circulo trazado con el radio
CA : luego el poligono seria menor que el circulo ins~
crito , lo qual es un absurdo : luego es imposible que la
circunferencia de un circulo multiplicada por la mitad
de su radio sea la medida de un circulo menor ; y final-
mente la medida de la superficie de un circulo es su cir-
cunferencia multiplicada por la mitad de su radio.

Corolario I. La superficie de un sector es igual 4 su iy (g8,
arco multiplicado por la mitad de su radio.

Porque el sector ACB es al circulo entero como el
arco AMB es 4 la circunferencia entera ABD ¥ , 6 co-
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mo AMB x 2AC es 4 ABDx 3AC. Pero el circulo entero
es=ABDx 2AC : luego la medida del sector es AMBx
3AC.

Corolario II. Llamemos » la circunferencia, cuyo
didmetro es la unidad. Una vez que las circunferen~
cias siguen la razon de sus radios ¢ didmetros, podre-
mos formar esta proporcion : el didmetro 1 es 4 su cir-
cunferencia » como el didmetro 2CA es 4 la circunfe-
rencia , cuyo radio es CA; de modo que seri 1: 7 ::
2CA: circ. CA: luego circ. CA=27 xCA. multiplican~
do ambos términos por 3CA, tendremos FCA x circ.
CA= 7 x (CA)?, 6 sup. CA=7 (CA)? : luego la super~
ficie de un circulo es igual al producto del quadrado de
su radio por el nimero constante x , que representa la cir-
cunferencia , cuyo didmetro es 1, 6 la razon de la cir-
cunferencia al didmetro.

Del mismo modo la superficie del circulo que tiene
por radio OB serd igual 4 » x (OB)*; pero » (CA)*:
a x(0B)?: : (AC)? : (OB)? : luego las superficies de los
circulos son como los quadrados de sus radios , lo que
concuerda con lo demostrado en el teorema anterior.

Escolio. Ya hemos dicho que el problema de la qua-
dratura del circulo consiste en hallar un quadrado igual
en superficie 4 un circulo de radio conocido ; pero aca=
bamos de probar que el circulo es equivalente al rec-
tiangulo formado con la circunferencia y la mitad del ra=
dio, y este rectingulo se transforma en quadrado , to-

e p,. 6. mando una media proporcional entre sus dos dimensio-

Lib. 3. nes *: luego el problema de la quadratura del circulo
se reduce 4 hallar la circunferencia conocido el radio,
y para esto basta conocer la razon de la circunferencia
al radio 6 al diimetro. .

Hasta ahora solo se ha podido determinar esta ra-
zon por aproximarnos ; pero se han continuado estas
tanto, que nada adelantariamos en realidad con saber
la razon exicta. Asi esta giiestion, en que se han ocu-
pado mucho los Gedmetras quando eran meénos conoci=
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dos los métodos de aproximacion , estd ahora desprecia-
da entre las gilestiones 1nut|les, en que solo deben ocu~
parse los que empiezan 4 adquirir las primeras nocnones
de Geometria.

Archimedes ha hallado , que la razon de la Circun.
ferencia al didmetro estdé comprehendida entre 313, y
33%; asi3 3, 0 3 es un valor muy aproxxmado ya al nu-
mero que hemos representado por 7, y'esta primera apro-
ximacion es la mas usada & causa de su sencillez. Mecio
ha hallado por-el mismo nimero €l valor mucho ‘mas
aproximado , yes 355 En fin, el valor de » , aproxi=
mado hasta cierto numero de declmales, ha sido hallado
por otros calculadores, y es 3,1415926535897932, &c.,
y ha habido quien ha tenido la paciencia de continuar
estas decimales hasta ciento veinte y ‘siete , y aun hasta
ciento y cincuenta. Bien se conoce -que una aproxima-
cion semejante equivale 4 la razon exicta , y que no se
conocen mejor las raices de las potencias imperfectas.

En los problemas siguientes se explicardn los dos
métodos elementales mas. sencxllos para sacar estas
aproximaciones.. - i

PROPOSICION xm '
PROBLEMA.

Dada: las shpen?ae: de un polrgono regular inscrito
y de un poligono Semejante circunsciito ; hallar’ las-de los
poligonos regulares inscrito y arcumtnto de un numero du-
plo de lados. - -

Sea AB el lado. del poligono dado i inscrito , EF pa- Fig. 169.
ralela 4 AB, el. del pohgono semejante circunscrito, C,
el centro del circulo. -

Si tiramos la cuerda AM v las tangentes AP, BQ,
la cuerda AM serd el lado del poligono inscrito de un
numero duplo de lados , y PQ , duplo de PM , serd el
del poligono semejante circunscrito *. Esto sentado , co- # Pr. 6.
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mo siempre se verificaria esta misma construccion en los
diferentes dngulos iguales 4 ACM, basta considerar el
éngulo ACM solo, y los tridngulos contenidos serdn en-
tre si como los poligonos enteros.

Sea A la superficie del poligono inscrito , cuyo lado
es AB, B la superficie del poligono semejante circuns-
crito , A’ la superficie , cuyo lado es AM , B’ la del po-
ligono semejante circunscrito ; A y B son conocidos , y
se trata de hallar A’ y B’

1.° Los triingulos ACD y ACM, _cuyo vértice co=
mun es A, estan entre si como sus bases CD y CM;
por otra parte estos trieingulos son como los. poligonos
Ay A’, de que son parte: luego A: A’:: CD: CM.
Los triangulos CAM y CME, cuyo vértice comun es M,
siguen la razon de sus bases CA y CE ; estos mismos
tridngulos son ademas como los poligonos A’ ,y B/, de
que son parte : luego-A’: B:: CA: CE. Pero las para-
lelas ADyME nos dan CD: CM:: CA: CE: luego
A: A’:: A’: B: luego el poligono A’, que es uno de
los que buscamos » es medio proporcional entre los dos
poligonos conocidos A y B, y tenemos pcr consiguien- -
te A’=\/(AxB).

2.° Por ser comun la altura CM, el tridngulo CPM

- es al tridngulo CPE como PM es 4 PE ; pero por divi-

¢ 17. 3.

dir la linea CP en dos partes 1guales el a.ngulo MCE,
tenemos ¥ PM: PE:: CM:CE:: CD:CA:: A: A'
luego CPM: CPE:: A yA,y sumando CPM : CPM +
CPE, 6 CME:: A: A+A' Pero CMPA; 6 2CMP. y
CME estan entre si como sus respectivos poligonos B’ y
B:luego B’: B:: 2A: A~ A’. Ya hemos determinado

el valor de A’; esta nueva proporcion determinard el

de B, y tendremos B’ = '_i__luego pormediode los

poligonos- A y B es ficil hallar los pohgonos Ay B
que tienen duplo nimero de lados,
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PROPOSICION XIV.
A PROBLEMA.

Hallar la razon aproximada de la circunferencia al
digmetro. - »

Sea el radio del circulo =1, el lado del quadrado _
inscrito-serd \/, % ; el del quadrado circunscrito es igual Pr. 3
al didmetro 2, : luego la superficie del quadrado inscri-
toes =2,y la del quadrado circunscritp= 4. Abora si
‘hacemos A=2 y B=4, hallaremos por. el problema
anterior el octdgono inscrito A’=1V/, = 2,8284271,.y

el octoégono circunscrito Bl::&W:, 3,31 37085. Co-

nocidos asi el octdgono inscrito y circunscrito , hallare=
mos por medio de ellos los poligonos de un niimero du-~
plo de lados; serd preciso suponer de nuevo A =2,
8284271 , B=3,3137085 , y tendremos A’=\/(AxB)
=3,0614674, y B'= zAxAl,! = 3,1825979. Despues
estos poligonos de 16 lados nos servirdn para conocer los
de 32, y continuaremos asi hasta que el cdlculo no nos :
-dé diferencia alguna entre el poligono inscrito y el cir-
cunscrito. En llegando 4 este punto inferiremos que el
dltimo resultado es el valor del circulo, porque este
‘siempre debe estar comprehendido entre el poligono ins~
crito y circunscrito : luego si estos no se diferencian en-
tre si hasta cierto nimero de decimales, tampoco el
circulo diferird en este nimero.

Véase aqui el cilculo de estos poligonos continuado -
hasta que no discrepan en la séptima decimal.

A16

)
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Namero de los lados. Poligono inscrito. Polig. cir.
Goovvee e 2,0000000. . . . . 4,0000000.
8 . ... 2,8284271. . . .. 3,3137085.

16. . .. ... 3,0014674. . . . . 3,1825979.
32 . ... . 41214451, . o . . 3,1517240.
64. . . .... 3,130548% . . . . 3,1441184.
128. . .. ... 3140331k .... 3,1422236.
256. .. . ... 3,1412772.. . .. . 3,1417504.
§T2. oo o o oo 3,1415138. . . .. 31416321,
I024. « « ¢ o« & 3,1415720. . . . . 351416025,
204%. . . . ... 3,1415877. . . . . 31415951,
4096. . . . .. . 3,14I5Q9I4. . . . . 3,1415933.
8192. . . . ... 3,1415923. . . . . 3,1415928.
1638%4. . . . .. ¢ 451415925. . . .. 3,1415927.

32768. . . . ... 41415926, . ... 3,1415926.

De aqui deduzco que la superficie del circulo es =
3,1415926. Podria haber duda sobre la dltima decimal
.4 causa de los errores que provienen de las partes des-
preciadas ; pero se ha hecho el cilculo con una decimal

© ‘mas , para-asegurarse del resultado que acabamos de
hallar hasta la ultima cifra decimal.

Ya que la superficie del circulo es igual 4 la semicir~
cunferencia multiplicada por el radio , siendo el radio
=1, la semicircunferencia es 3,1415926 ; 6 siendo el

- -didmetro 1 , la circunferencia es 3,1415926 : luego la
razon de la circunferencia al didmetro hallada arriba

Por 7 =3,1415920.
PROPOSICION XV.
raa.
Fig.x70.  FEl tridngulo CAB es equivalente al tridngulo isdsceles

DCE, que tiene el mismo dngulo C, y cuyo lado CE ¢
CD es medio proporcional. entre CA y CB. Ademas , si es-
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recto el dngulo CAB, la perpendicular CF , baxada 4 la
base del triangulo isésceles y serd media proporcional entre
el lado CA y la semisuma de los lados CA y CB.

Porque 1.°, por ser comun el 4ngulo C, el mangu-
lo ABC es al tridngulo DCE como ACxCB es 4 DCx
CE, 6 (DC)? *: luego estos tnangulos seran equlvalen- * a4 3
tes, si (DC)? —AC xCB , 6 si DC es media proporcio-
nal entre AC y CB.

2.° Ya que la perpendicular CGF corta en dos par-

tes iguales al angulo ACB, tenemos AG: GB:: AC: * 17. 3.
CB, de donde sacamos , componendo AG : AG+GB 6
AB:: AC: AB—+CB ; pero AG es 4 AB como el tridn-
gulo ACG es al tridngulo ACB 6 2CDF; ademas, si el
angulo A es recto, los tridngulos rectingulos ACG y
CMF son. semejantes, y dan ACG : CDF :: (AC)?: :
(CF)?: luego (AC)?: 2(CF)?:: AC: AC~+CB. Multi-
plicando la segunda razon por AC, los antecedentes se-
rén iguales, y tendremos por consiguiente 2(CF)*=

ACx(AC~CB), 6 (CF)’:ACx( AC+CB +luego
2
2., si el dngulo A es recto, la perpendncular CF seri

media proporcional entre el lado AC, y la semisuma
-de los lados AC~+-CB. .

PROPOSICION XIV.

PROBLEMA.

~ Hallar un circulo que difiera tan poca como se quiera
de un poligono regular dado.

Propongimonos, por exemplo, el quadrado BMNP.

Desde el centro C baxese al lado MB la perpendl—-
cular CB:

El circulo descrito con el radio CA esti inscrito en
el quadrado, y el descrito'con el radio BC est4 circuns-
crito 4 dicho quadrado ; el :primero serd mepor-«que el

DAY



& Pr. 1s.

124 ’ GEOMETRYA.
quadrado , y el segundo mayor : se trata de aproximar
estos limites.

Toéomense CD y CE iguales cada una 4 la media
‘proporcional entre CA y CB, tirese ED, y el tria’mgu-
lo isosceles CDE "serd equivalente al tridangulo CAB ¥
Hagase lo mismo en cada uno de los ocho tnangulos que
‘componen el quadrado, y formaremos asi un octégono
regular equivalente al quadrado BMNP. El circulo des-
crito ‘con el radio CF , medio propoporcional entre CA

CA+CB
» quedara inscrito en el octégono , y el cir-

2
culo descrito con el radio CD quedaré circunscrito. Asi
que, el primero serd menor que el quadrado dado , y el
segundo mayor.
©  Si transformamos del mismo modo el rectin=
gulo CDF en un ' tridngulo isosceles equivalente , for-
maremos un poligono regular de 16 lados equivalen-
te al quadrado propuesto. El circulo inscrito en este
Jpoligono serd menor que el quadrado, y el circunscrito
sera_mayor.
" Podemos continuar asi hasta que la razon entre el
‘radio del c¢ircilo ipscrito, y el del circunscrito difieran
tan poco , como se quiera , de la igualdad ; en cuyo ca~
so ambos circulos podrin considerarse como equivalen~
tes al quadrado propyesto. .

Escolio. A esto se reduce la i mvestlgamon de los ra-
dios sucesivos. Sea a el radio del circulo inscrito en uno
de los poligonos hallados ,'b el radio del circulo circuns—
crito 4 este mismo poligono ; sean a’ y ¥ los radios se-
‘mejantes para el. poligono siguiente , que tiene duplo ni-
mero de lados. Segun lo que hemos demostrado , &’ es
-una media proporcional entre @'y b, y 4’ es tambien

N L. . oo a+ .
una media proporcional entre a y —— ; de modo que
2

ite'ndremo;s b’:\/(a xb), y a'= '7 (axfj-_b) : luego co-
‘ocidos los radios @y bde un poligono, deduciremos
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ficilmente los radios &’ y &/ del poligono siguiente , y
continuaremos asi hasta que sea insensible la diferencia
entre los dos radios, entonces uno de ellos serd el ra~-
dio del circulo eqmvalente al quadrado 6 poligono pro~
puesto. . L
Este método es ficil de practicar por lineas , pues
" se reduce 4 hallar sucesivamente medias proporc1onales
entre lineas conocidas.; pero.es mucho mejor por ni-
meros , y es uno de los mas comodos que puede sumi-
mistrarnos la Geometria elemental para hallar con pron-
titud la razon aproximada de la circunferencia al did-
-metro. Sea el lado del quadrado=12, el primer radio
-inscrito CA serdi=1, y el primer radio circunscrito CB
.serda =\/, 6 1,4142136. Haciendo, pues, a=1, b=
1,4142136, hallaremos &’=1,1892071,y a’=1,0986841.
Estas cantidades servirdn para calcular las siguientes, se=
gun la ley de continuacion.
< Viéase aqui el resultado-del cileulo hecho hasta sie-
" te 4 ocho cifras por las tablas comunes de logaritmos.

- Radios de los circ. circuns. Radios de los circ. inscr.
I,4142136. . . . . ... . 1,0000000.
1,1892071. . . . .. ... 1,0086841.
1,1430500. « . . . . . . . 1,1210863.
1,I1320149. « . « « . - . . 1,12056309.
1,1392862. . . . ... .. 1,1279257.
1,1286663. . . . ... .. 1,1282657.

Ahora que la primera mitad de las cifras es una
_misma por ambos lados, podremos tomar en lugar de
. los medios geométricos los medios aritméticos , que solo
. discrepan de los otros en las cifras ulteriores. Asi. se

abrevia mucho la operacion , y los resultados son :
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Radios de los cfrc. circuns. Radios de los circ. inscr.
1,1283360. . . . . . ««. I,1283508. .
1,1283934. « « « . . . .. I,1283721.
1,1283827. . . . ... .. 1,1283774.
1,1283801. . . ... ... I,1283787.
1,1283794. . . . . . .. _. 1,1283791.

1,1283792. . . . .. ... 1,1283792.

Luego 1,1283792 es con corta diferencia el radio
del circulo igual en superficie al quadrado, cuyo lado
es 2. De aqui es ficil sacar la razon de la circunferen-
cia al didmetro, pues hemos demostrado que la super-
ficie del circulo es igual al quadrado de su radio mul-
tiplicado por el numero = : luego si dividimos la su-
perficie 4 por el quadrado de 1,1283792 , tendremos
el valor de » , que se halla por este calculo de

- 3,141596 , &c., como lo hemos hallado por otro
método.

APENDICE AL LIBRO IV.
DEFINICIO&ES.

1. Se llama mdximo la cantidad mayor entre todas
las de su especie ; minimo la menor.

Asi el didmetro del circulo es un mdximo entre todas
las lineas tiradas en él, y que rematan por ambas par-
tes en la circunferencia, y la perpendicular es un mini-
mo entre todas las rectas tiradas desde un punto dado
4 una linea dada.

2.° Se llaman figuras uoperimetra: 4 las que tienen
iguales sus perimetros.
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PROPOSICION PRIMERA.
TEOREMA.

Entre todos los tridngulos de igual base y perimetro,
el tridngulo mdximo es aquel en que los dos lados, que
no estan determinados , son iguales.

Sea AC=CB, y AM+MB_AC+CB digo. que Fig. 17a.
el triangulo 1sosceles ACB es mayor que el triangulo
AMB, que tiene la misma base y perimetro.

Desde el puato C, como centro, y con el radio
CA=CB, describase una circunferencia que encuentre
en D 4 la prolongacion de CA ; tirese DB, y el angu-
lo DBA, inscrito en este circulo, serd recto *. Prolon-
guese DB hacia N, higase MN=MB, vy tirese AN.
En fin, desde los puntos M y C baxense MP y CG,
perpendiculares 4 DN.

Ya que CB=CD y MN=MB, tenemos AC~+ CB
=AD,y AM+BM=AM—+MN. Pero AC+CB =
AM~+MB: luego AD=MA +NM : luego AD> AN;
pero si_ la obligiia. AD es mayor que la obiigiia AN,
distara mas de la perpendicular AB : luego DB> BN,
y BG, que es mitad de BD ¥, seri mayor que BP ®1a 1.-
~mitad de BN. Pero los mangulos ABC y ABM, que
tienen una misma base AB, estan entre si como sus al-
turas BG y BP : luego por. ser BG>BP, el tridngulo
isosceles ABC es mayor que ABEM , que tiene la misma
base y perimetro, y que no es mosceles

* 122

"PROPOSICION IL
TEOREMA.,
Entre todos los poligono: isoperimetros de igual nime-

ro de lados , el mdximo tiene sus lados zguales
Porque sea ABCDEF ¢l pohgono mégximo. Si el la- Fig. 173.
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do BC no es igual 4 CD, formese sobre la base BD un
triangulo isosceles BOD que sea isoperimetro 4 BCD, y
¢ Pr. 1. que sera mayor que_BCD *. Por consiguiente el poli-
gono ABODEF serd tambien mayor que ABCDEEF:
luego este ultimo no seria el mdximo entre todos los
que tienen igual perimetro, y un mismo nimero de la-
dos, lo que repugna con lo supuesto : luego debe ser
BC =CD. Por la misma razon tendremos CD=DE , DE
=BF, &c.: luego todos los lados del poligono mdximao
son nguales entre si. : »

PROPOSICION IIL
TEOREMA.

De todos los trigngulos formados con dos lados dados,
que formen entre si un dngulo qualquiera , el miximo es
aquel en que los dos lados dados forman un angulo recto.

Fig. 174.  Sean los dos tridngulos BAC y BAD, que tienen el
lado AB comun, y el lado AC=AD. Siendo recto el
angulo BAC, digo que el triangulo BAC ser4 mayor
que el tri;ingulo BAD, que tiene el dngulo A obtuso 6
agudo.

Porque siendo una misma la base AB, los dos tridn-
gulos BAC y BAD siguen la razon de sus alturas AC
y DE; pero la perpendicular DE es mas corta que la
obligiia -AD 6 su igual AC: luego el tridngulo BAD es
‘menor que BAC.

PROPOSICION 1IV.
TEOREMA.
“De todos los poligonos formados con lados dados mé-
nos el dltimo , que serd arbitrario , el maximo debe ser tal

~ que todos sus dngulos estén inscritos en una semicircunfe—
“rencia, cuyo lado- desconocido serd el didmetro.



.- LIBRO IV.: 12

Sea ABCDEF el mayor poligono formado con los
lados dades AB, BC, CD, DE, EF, &c. y un ulti-
mo AF arbntrano.

Tirense. las diagonales AD y DF.

Si no fuese recto-el angulo ADF, podriamos, sin
dlterar en nada las partes ABCD, DEF hacer mayor
el triangulo ADF, y por consiguiente todo el poligono,
haciendo recto al dngulo ADF, segun la proposicion an~
terior. Pero.este poligono es i.ncapaz de incremento,
pues hemos supuesto haber llegado 4 su mdximo : lue-
go el dngulo ADF es ya recto. Lo mismo sucede con
los dngulos ABF, ACF, AEF : luego todos los dngulos
A,B,C, D, E F del poligono mdximo estan ins—
critos en_una semlcu'cunferencla > cuyo lado mdeterml-
nado AF es el didmetro. ‘

Escolio. Esta proposicion da lugar. 4 una. questlon, y
es: si hay muchas maneras de formar un poligona con
lados dados, y el dltimo incognito, que serd el dii-
metro de la semicircunferencia en que estan inscritos
- los demas. Antes de decidir esta qiiestion , es preciso ob-
servar que si una misma cuerda AB subtende arcos des-
critos con radios diferentes AC y AD, el dngulo del
centro , que descansa sobre esta cuerda , serd menor en
el circulo, cuyo radio es mayor. Asi ACB<ADB, por-
que el angulo ADO= ACD~+ CAD *: luego ACD<

ADO, y duplando por ambas - partes, tendremos
ACB<ADB. . .

+

PROPOSICION V.
ATEOREMA.

Solo hay .un modo de formar. el poligono ABCDEF
con lados dados , y uno incégm'ta, que sea. el didmetro de
la semicircunferencia en que estan inscritos los demas.

Porque supongamos que hemos hallado un. circulo
que satisfaga la. qiiestion. Si tomamos’ ‘un.circulo mayor,

17

Fig: 174,

Fig. 1%6.

%19, 1.
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Fig. 175. las cuerdas AB, BC, CD, &c. corresponder;in 4 4n-
gulos del centro menores. Las sumas de estos dngulos
del centro valdri ménos por consiguiente que dos rec-
tos, y asi los extremos de los lados dados no irdn &
dar 4 los estremos del didmetro. St tomaramos un circu-
lo menor, tropezariamos con el inconveniente contra-
rio : luego el poligono de que tratamos solo puede ins-
cribirse en un circulo.

Escolio. Se puede alterar segun se quiera el 6rden de
los lados AB, BC,CD, &c., y el didmetro del circu~
lo circunscrito permanecerd siempre el mismo , igual-
mente que la superficie det poligono , porque , sea qual
fuere el 6rden de los arcos AB, BC, &c., basta que
su suma valga la semlcxrcunferencla, y el poligono ten~
dri siempre una misma superficie, pues sera igual -al
semicirculo, ménos.los segmentos AB, BC, &c., cuya
suma es la misma en todos casos.

PROPOSICION VL
TEOREMA. o

De todos los poligonos formados con lados dados, el

maximo es el que se puede inscribir en un circulo.

Fig.177.  Sea ABCDEFG el poligono inscrito , y abcdefg el
que no s¢ puede inscribir , formado con lados iguales,
de modo que sea AB=uab, BC = bc , &c. : digo que el
poligono inscrito es mayor que el otro.

. Tirese el diametro EM , y las lineas AM y MB;; so-
bre ab= AB — higase el tridngulo abm igual 4 ABM, y
tirese em.

Segun la propostuon IV, el poligono EFGAM es ma-
yor que efgam , 4 no ser.que también este uktimo pudie~
ra inscribirse en una semicircunferencia, cuyo diametro
fuese el lado em, y en este caso los dos. poligonos se-
rian iguales por la propesicion IV. Por la misma razon
¢l paligono: EDCBM es mayor que edcbm., exceptuando

N



LIBRO 1IV. 131
este caso en que serian iguales. Luego el pohgono ente-
ro EFGAMBCDE es mayor que efgamirde, 4 ménos que -
no sean totalmente iguales; pero no lo son, pues eluno ,
estd inscrito en el circulo, y el otro hemos supuesto
que no se puede inscribir : luego el poligono inscrito es
mayor. Quitando de ambas partes los trlangulos igua-
les ABM, abm, quedara el poligono inscrito ABCDEFG
mayor que el ininscribible abcdefg.

Escolio. Se demostrard, como en la proposicion V,
que solo puede haber un clrculo ¥ por comlgulente solo
un poligono maximo que satisfaga ia qiiestion ; y este
poligono seria todavia de una misma superficie , aunque
se muddra como se quisiera el Orden de sus lados.

PROPOSICION VIL
TEOREMA.

“El poligono regular es un miximo entre todos los
ligonos tnsoperimetros y de un mismo.nimmero de lados.

- Porque segun el teorema II, el poligono mdximo tie
ne todos sus lados iguales; y, segun el teorema ante-
rior , es ininscribible -en el circulo: luego este poligono
es regular. : ;

PROPQSICION VIIL
'LEMA.,

Dos‘angalo: del centro, que tienen por medida dos
arcos distintos , siguen la razoh de los arcos comprehendi=
dos divididos por sus radigs.

Asi el dngulo C es al angﬁlo O-como la Tazon.— AB < © Fig. 178,

DE
4 la razon. ,
Con un radto OF igual 4 AC describase el arco FG
comprehendido entre -los lados OD y OE prolongados.

.
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Por ser iguales los radios AC, OF, tendremos desde

IuegOC O: AB FG %, 6228 . S Pero por los ar-

cp, 11 AC - FO

cos semejames ‘FG y DE sacamos* FG: DE: FO:

, FG* D
DO ; luego la razon __ es igual 4 la razon __.E, y te

o AB _DE DO
nemos por consiguiente C: O :: — =
AC DO

!

PROPOSICION IX.
TEOREMA.

De dos poligonos regulares insoperimetros , aquel es
mayor que tiene wmayor ntmero de lados.

Fig. 179. ~ Sea DE la mitad del lado de uno de los poligo~
nos, O su centro, OE su apotema. Sea AB el medio-
lado del otro poligono, C su centro , y CB su apotema.
Suponemos “los centros O y C situados 4 una distancia
qualquiera OC, y los apotemas ‘OE y CB en la direc-
cion OC ;-asit DOE y ACB serin los semidngulos del
centro de los poligonos, y somo estos dngulos no son
iguales , las lineas CA y OD prolongadas se encontrarin
en un punto F.

Desde este punto F. hixesg .4 OC la perpendxcu-
lar FG; desde los puntos Oy C, como centros, des-
cribanse los arcos GI y. GH terminados en los la-
dos OF , CF.

. Esto sentado, tendremos, segun el lema antenor O:

: \
C: ff. 3 Ef, pero DE es al penmetro del. pnmer pohgo-

oG CG
no como el angulo O es 4 quatro 4ngulos rectos,y AB es
al perimetro’ del segundo poligono como- el angulo Ces
4 quatro angulos rectos: luego , ya que son iguales los
perimetros de los poligonos, DE: AB: O:C, 6 DE:

AB:: L CF Mulnphcando Jos antecedentes por OG

-0G  CG
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y los consecuentes por CGs, tendremos DE x OG : AB x
CG :: GI:GH. Pero los triangulos semejantes ODE, OFG,
dan OE: GG :: DE: FG, de donde resulta DE x OG=
OE xFG. Tendrémos tambien ABx CG=CBxFG: luego
OExFG:CBx FG: GI:GH, 6 OE:CB:: GI:GH.
Luego si hacemes ver que el arco GI es mayor que el ar-
co GH , deducirémos que el apotema OF es mayor que CB.
Al atro lado de CF hagase la figura CKx totalmente
igual 4 la figura CGx, de modo que tengamos CK=CG,
el dngulo HCK =HCG, y el arco Kx=xG; la cur-
ba KxG cubrird al arco KHG, y seri mayor que él%,
Luego Gx, mitad de la curva, es mayor que GH, mi-
tad del arco: luego, con mayor razon, serd GI mayor
que GH.

De aqui resulta que el apotema OE es mayor que CB;
pero ya que los dos poligonos tienen un mismo perime-
metro , son entre si como sus apotemas¥*: luego el poli-
gono que tiene por medio-lado DE es mayor que el
que tiene por medio-lado AB; el primero tiene mas la-
dos por ser menor su dngulo del centro : luego de dos
poligonos regulares isoperimetros, aquel es mayor que
tiene mas lados.

PROPOSICION X,
TEOREMA,

El circulo es mayor que qualquiera poligono isope-
rimetro.

Ya queda probado que de todos los poligonos iso=
perimetros, y de un mismo nimero de lados, el poligono
regular es el mayor, y asi ahora solo tratamos de com-
parar el circulo 4 un poligono regular qualquiera iso~
perimetro. Sea Al el medio-lado de este poligono , C su
centro. Sea en el circulo isoperimetro el ingulo DOE =
ACI, y por consiguiente el arco DE igual al medio-lado
Al El poligono P es al circulo C como el triangulo ACI

*pr. g.

*pr. 7
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es al sector ODE ; asi tendrémos P: C: JAI x CI:
3DE x OE :: CI : OE. Tirese al punto E la tangente EG,
que encuentre en G 4 la prolongacion de OD; los tridn-
gulos semejantes ACI, GOE darin la proporcion CI:
OE :: Al 6 DE:GE; luego P: C:: DE:GE, 6 co-
mo DE x 3OE, que es la medida del sector DOE, es
4 GE x $0OE, que es la medida del tridngulo GOE; pero
el sector es menor que el tridngulo: luego P es menor
que C, y por lo mismo el circulo-es mayor que qual<
, qmera poligono isoperimetro,
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LOS PLANOS Y LOS ANGULOS SOLIDOS.

DEFINICIONES.

L na linea recta es perpendicular 4 un plano,
quando es perpendicular 4 todas las rectas que pasan
por su pie en el plano¥, Recnproca.mente el plano es
- perpendicular 4 la linea.

El pie de la perpendicular es el punto en que esta
linea encuentra al plano.

II. Una linea es paralela. 6 um plano, quando no
puede encontrarle por mucho que se prolonguen ambos.
Reciprocamente , el plano es.paralelo 4 la linea.

IIl. Dos planos son paralelos entre si, quando por
mucho que uno y otro se prolonguen, jamas pueden
encontrarse.

IV. Se demostrard ¥ quela i interseccion comun de dos
planos que se encuentran es una. linea recta;y sentado
esto, el dangulo 6 la inelinaciop mutua de dos planos es
la mayor 6 menor cantidad que pueden’estar separados
yno de otro ; esta cantidad. se mide ¥ por el angulo que
forman entre si las dos perpendiculares tiradas en cada
Plano 4 un mismo punto de la,comun inverseccion

Este 4ngulo ‘puede ser agudo, recto @ obtuso.

V. Sies recto, los dos planos son perpendiculares en=
tre si.

VL. Angulo slido es el espacio angular comprehen-

dido entre muchos planos que, conqurren en Ul mismo
puato. . . .

*pr 4

* pr. 3

* pr, 17.
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Fig. 182.
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Asi el dngulo solido S estd formado por la reumon
de los planos ASB, BSC, CSD, DSA.
Se necesitan tres planos a 10 ménos para formar un
angulo solido.

PROPOSICION PRIMERA.
' TEOREMA.

Una linea recta no puede estar parte en un plano, y
parte en otro.

Porque,, segun la deﬁnxcwn del plano, si una recta
tiene dos puntos comunes en un plano, esta toda entera
en é. - cest

-Escolio. Para conocer si una superﬁcle es plana se

aplicard sobre ella una linea recta en diversos sentidos, -
y se verd si toca' 4 la superficie en toda su extension.

TR PROPOSICION IL
B TEOREMA.

Dos ‘lineas rectas que- se eortan, estan en un misme
plano » y determinan su_posicion.

Sean AB, AC-dos lineas-rectas que se cortan en A;
podemos lmagmar un'plano en‘que se halle la linea rec-
ta AB; si luego'hacemos girar este plano al rededor
de AB, hasta que pase por el punto C, entdnces la
linea AC que tiene dos'de’sus ‘puntos A C en este
plano, estarei toda -entera en él: luego la po.sicion de
este plano queda -determinada con'solo la condicion de
que esten en él las dos rectas AB, AC.: -

- Corolario I.. Luego un tridngulo- ABC ; 6 tres pun~
tos A, B,C, que Do esten en una misma linea recta,
determman la posicion de un plano. -

-~ Corolario H. Luego tambien dos paralelas AB, CD
detexmman la posicion de¢ un plano; porque , si tiramos
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la secante EF, el plano de las dos rectas AE, EF serd
el de las paralelas AB, CD.

PROPOSICION IIL
TEOREMA.

Si dos planos se cortan, su comum seccion serd una
linea recta.
Porque si en los puntos comunes 4 ambos planos hu-
biese tres que no estuviesen en linea recta, estos pla-
nos, pasando cada uno por estos tres puntos, formarian
un solo y mismo plano ¥, lo que repugna contra lo * Pr. 2,
supuesto.

PROPOSICION 1IV.
.TEOREMA.

Si una linea recia APes perpendicular &otrasdosPB, PC, Fig. 183.
que se cruzan al pie de ella en el plano MN, serd perpen~
dicular & una recta qualquiera PQ tirada por su pie en
el mismo plano, y asi serd perpendicular al plano MN.
- Por un punto Q, tomado & arbitrio sobre PQ, tirese
Ia recta BC en ¢l dngulo BPC, de modo que BQ =QC¥;

y tirense AB, AQ, AC. # Prob. 4.
Estando dividida la base BC en dos partes iguales Lib.3.
en el punto Q, el triingulo BPC dara * *14,3

(BP)*+(BC) =2(PQ)* + Q)2
El tridngulo ABC dard tambien

(AC)’ +(AB)* + 2(AQ)? + 2(QC)*
Restando la primera equacion de la segunda, y obser-
vando que los triangulos APC, APB, rectingulos ambos
en P, dan (AC)* —(PC)*= (AP)’, y (AB)* — (PB)*=
(AP)’ » tendrémos.
' (AP)? + (AP)® = 2(AQ)* — 2(PQ)?
Luego, tomando las mitades de ambas partes, tene-

18
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wmos (AP)* =(AQ)* — (PQ)*, 6 (AQ)" =(APY* (PQ)?:
luego el trmngulo APQ es rectingulo en P*, y AP es
perpendicular & PQ.

Escolio. Aqui vemos no solo que es posible que una Ii-
nea recta sea perpendicular 4 todos las que pasan por su

~pie en un plano, sino que esto se verifica siempre que

esta linea es perpendicular 4 dos rectas tiradas en el pla-
1o, en lo qual queda demostrada ya la exictitud de la
deﬁmcxon |

" Corolario I. La perpendicular AP es mas corta que
una obligiia qualquiera AQ: luego mide la verdadera
distancia del punto A al plano PQ.

Corolario 1I. Por un punto P, dado en un plano,
solo se le puede levantar una perpendicular. Porque si
pudiésemos levantar dos perpendiculares en el mismo
punto P, llevando en la direccion de estas dos perpen-
diculares un plano, cuya interseccion con el plano MN
sea PQ , entonces dichas dos perpendiculares serian

’ perpendlculares 4 la linea PQ, en el mismo punto y
en el mismo plano, lo que es imposible. .
- . Es igualmente imposible baxar dos perpendxculares
4 un plano desde un punto dado fuera de él. Porque, si
suponemos que son APy AQ estas dos perpendiculares,
el tridngulo QPA tendria dos dngulos rectos APQ ’ AQP
lo qual es un absurdo. ,

®13,3

PROPOSICION V.
I‘ TEOREMA. o

Las obligiias equidistantes de la perpendicular som
iguales ; y, de dos obligiias que no equidisten de la per~
pendicular , aquella es mas larga que dista mas.

Fig. 184. Porque siendo rectos los angulos APB, APC, APD
si suponemos las distancias PB, PC, PD 1guales entre
si, los triingulos APB, APC, APD tendmn un angulo
igual cqmprehenchdo entre lados iguales : luego seran
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iguales , y tambien las hipotenusas 6 las obliqiias' AB,
AC, AD seran iguales entre si. Del mismo modo , si
la distancia PE es mayor que PD, 6 su igual PB, claro
esta que la obliqiia AE serd mayor que AB, 6 suigual AD,

Corolario. "Todas. las obliqiias iguales AB, AC,
AD, &c. van i ‘parar 4 la circunferencia BCD, tra-
' zada desde el pie P de la perpendicular como centro:
luego., dado.un punto A fuera de un plano, si queremos
hallar en este plano el punto P donde caeria 1Ia perpen~
dicular baxada desde A, debemos:sefialar'en el plano
tres puntes B, C, D, eqmdxstantes del punto A, y
buscar luego el centro del circulo que pasa por ellos,

este centro serd el punto P que buscamos.

Escolio. El 4ngule ABP es lo que llamamos la mch.:
nacion de la. obligiia AB sobre el plano MN ; vemos que
esta inclinacion es igual para todas las obliqiias AB, AC,
AD, &c., que equidistan de la perpendicular ; porque
todos los triangulos ABP, ACP, ADP, &c. son igua=
les entre si.

PROPOSICION VI
TEOREMA.

Sea AP una perpendxcular al plano MN, y BC una F.g 185
lmea situada en €l ; si desde el pie P de la perpendtcu«
lan tirdmos PD petpem!tcdlaw 4BC, y luego AD: dzgo
que tambien AD serd perpmdwular 4:BC. »

. Témese DB=DC,; - y tirense PB, AB PC, AC

Por ser DB =DC, la obligiia PB= PC y respccto
4 la perpendioulat LAP, yaque PB—=PC, la obliqiia AB
esuigual. AC*:lyego. la linka-AD! tiene dos de sus pun~ #pr, s.
tos A y'D equidistantes.'de: fos extrerhos By C: lue~
go AD s perpendiculak en el rhedio de BC.i:

" Corolario; Vemos al mismo tiempo que BC es per-

pendlcular al plano APD pues lo es é un tlempo é las
dos rectas -AD , PD. -
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Escolio. Las dos lineas AE, BC presentan el exem-
plo de dos lineas que no se encuentran, porque no es-
tan en un mismo plano. La mas corta distancia entre es-~.
tas lineas es la recta PD, que es 4 un tiempo perpen-
dicular 4 l1a linea AP y 4 la BC. La distancia PD es
la menor que hay entre estas dos lineas, porque si ti-
ramos una recta por otros dos puntos qualesquiera A,
B, tendrémos AB>AD, AD>PD: luego, con mayor
razon , AB>PD.

Aunque las dos rectas AE , CB noestan sltuadas en
un mismo plano, las consideramos no obstante como que
forman entre si un angulo recto ; porque AE y la paralela
tirada por uno de sus puntos 4 la linea BC formarian en-
tre si un dngulo recto. Del mismo modo, las lineas AB
y PD, que representan dos rectas qualesquiera, no si~
tuadas en un mismo plano, nos imaginamos que forman
entre si el mismo dngulo que formaria con AB la para-
lela 4 PD, tirada por uno de los puntes de AB.

PROPOSICION VIIL

TEOREMA

Si la linea AP es perpendicular al plano MN , toda
linea DE , paralela 4 AP, serd perpendzcular al mismo
Plano :

Liévese en la direccion de las paralelas AP y DE
un plano, cuya interseccion.con el plano MN seri PD;
€n’‘el plano MN tirese .la BC perpendncula.r aPD,y

tirese tambien AD.':
Segun el corolario del teoxema. antenor BC es per-

« pendicular ‘al plano,APDE : luego. el dngulo BDE es rec-

to, Pero el mgulo EDP es_recto' tambien, por.ser AP
perpendicular # PD, y.DE paralela & AP luego 1a li=
nea DE es perpendlcular 4 las dos rectas DP DB lue-
go es perpendicular 4 su plano MN. ‘

Corolario I. Reciprocamente, si.das rectas AP y: DE
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son perpendxculares al mismo plano MN, serdn parale-
las. Porque si no lo fuesen tirese por el pnnto- D una
paralela 4 AP, que serd perpendicular al plano MN:
luego podriamos desde un mismo punto D de un plano
levantarle dos: perpendiculares, lo que es. 1mpos1ble *

Corolario II. Dos lineas A y B, paralelas 4 una ter-
cera C, son paralelas entre si. Porque imaginemos un
plano perpendicular 4 la linea C, en cuyo caso las rec-
tas Ay B, paralelas 4 esta perpendicular, serin per-
pendiculares al mismo plano: luego, segun el corolario
anterior ; seran paralelas entre si. Hemos de entender
que las tres lineas no estan en un mismo plano, porque
4 no ser asi, la proposicion nos seria ya conocida.*  .#,6, y,

*pr. 4,

PROPOSICION VIIL.
TEOREMA.

Si la linea AB es paralela & una recta CD tirada
en el plano MN , serd paralela d este plano.

Porque si la linea AB, que estd en el plano ABCD,
encontrase al plano MN, esto solo podria verificarse en
algan punto.de la linea CD, comun seccion de los dos
planos ; pero AB no puede encontar 4 CD, por ser
ambas paralelas una 4 otra: luego tampoco encontrard

Fig. 187.

31 plano V> ¥ serd paralelad él.¥. - = ® Det s,
PROPOSICION IX = S g
TEOREMA. o

‘) Dox planos MN yPQ, perpwdzculares é una misma F,g 185.
recta AB, son paralelos entre sf.

Porque, suponiendo que se encontrasen, sea O uno
de sus puntos comunes, y tirense OA, OB.

La linea AB, perpendicular al plano MN, es per-
pendicular 4 la recta OA tirada al pie de ella en este
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plano. Por la misma razon AB es perpendicular 4 BO:
luego OA y OB serian dos perpendiculares baxadas 4
una misima recta desde un mismo punto O, lo que es
imposible : luego los planos MN, PQ no pueden en-

contrarse, Y por consiguiente son paralelos.

Fig- 189.

Fig. 188.

® pr. 30,

PROPOSICION X.
© TEOREMA.

Las intersecciones EF, GH de dos planos parale~
los MN , PQ, cortados por un tercero FG, son pa-
ralelas. : o

Porque si las lineas EF, GH , situadas en un mismo
plano, no son. paralelos, se encontrarian'si las prolon-
gdsemos : luego los planos MN, PQ, en que estan,
se encontrarian tambien : luego no serian paralelos,

PROPOSICION XL
TEOREMA.

La lmaa AB perpend;adar al plano MN ‘s per=
pendicular al plano PQ paralelo ¢ MN.
 Habiendo tirado arbitrariamente la linea BC en el
plano PQ,, llevese en la direccion-de AB y-BC wun pla=
no ABC, cuya interseccion con el plano MN sea AD,
y la qual serd.paralelaa BC*. Pero la linea AB, per-
pendicular al plano MN, es perpendicular 4 la recta AD:
luego tambien seria perpendicular & su paralela BC; y
por ser la linea AB perpendicular 4 qualqulera linea BC

tirada al pie de ella en-el plano PQ , se ugue qne s

perpend1cular a dlcho plano.

( i
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PROPOSICION XII.
TEOREMA.

. Las paralelas EG, FH, comprehendidas entre dos Fig.189.
planos MN , PQ paralelo: son iguales.
Por las paralelas EG, FH higase. pasar el pla-
no EGHF que encontrard 4 los planos paralelos en la
direccion EF y GH. Las intersecciones EF, y GH son
paralelas entre si, del mismo modo que EG y FH: luego
I figura EGHF es un paralelogramo luego EG=FH.
Corolario. Siguese de aqui que dos planos paralelos
equidistan por todas partes; porque si EG, y FH son per-
pendiculares 4 los dos planos MN, PQ, serdn parale-
las entre si*: luego son iguales. ®pr..

PROPOSICION XIII
TEOR‘EMA )

Si dos dngulos CAE , DBF, situados en dzstmtos pla
nos , tienen sus lados paralelos y en una misma direc-
cion , estos dngulos serdn iguales y sus plan‘os serdn pa~
ralelos. : ;
. Témese AC= BD AE= BF, y tlrense CE, DF
AB, CD, EF."

, Por ser AC paralela aBD,1a ﬁgura ABDC es un
paralelogramo ¥ : luego CD es igual y paralela 4. AB. , 31, 1
Por una razon semejante , EF es igual y paralela 4 AB: ’
luego tambien CD es igual y paralela 4 EF, y la figu-
ra CEFD es un paralelogramo: luego el lado CE es
igual y paralelo 4 DF , y por consngunente los triangu-
los CAE, y DBF son equilateros entre si: luego el an-
gulo CAE = DBF. .

En segundo lugar , digo que el plano ACE es para-
lelo .al plano DBF ; porque supongamos un - plano pa-

* Fig, 190
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Fig. 190.

Fig. 191.

144 GEOMETRTfA.

ralelo 4 BDF, que pase porel punto A, el qual encuentre
4 las lineas CD y EF en otros puntos que no sean Cy E,
por exemplo, en G y H. En este caso, segun la _pro-
posicion XII, las tres lineas AB, GD, FH serin igua-~
les ; pero las tres AB, CD, EF lo son ya: luego
tendremOs CD=GD, y FH=EF » lo qual es un ab-
surdo: luego el plano ACE es paralelo 4 BDF. '
- Corolario. Si dos planos paralelos MN, PQ estan
cortados por otros dos CABD, EABF, Tos angulos
CAE, DBF, formados por la.s intersecciones de los
planos paralelos » seran iguales ; porque la interseccion
AC es paralela 4 BD*,y AE lo es 4 BF : luego el
dngulo CAE = DBF.

PROPOSICION XIV,
TEOREMA.
Si tres rectas AB, CD, EF, situadas en distintos

planos , son iguales , y paralelas los trigngulos ACE,
BDF formado: de ambas partes por los extremos de es-

- tas rectas , serdn iguales , y sus planos paralelos.

Porque una vez que AB es igual y paralela 4 CD,
la figura ABDC es un paralelogramo: luego el lado AC
es igual y paralelo 4 BD. Por una razon semeJante , los
lados AE, BF son iguales y paralelos , asi como CE,
DF: luego los dos tridingulos CAE y BDF son 1guales
Se probard también, como en |a proposnuon anterior,

.que sus planos son paralelos.

PROPOSICION XV..
TEOREMA.
Dos rectas , comprehendidas entre planos paralelos,

estan cortadas en partes proporcionales.
Supongamos que.la linea AB encuentra 4 los plam)s
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paralelos MN, PQ, RS en A, E B,y que la li-
nea CD encuentra 4 estos mismos pla.nos en C,F, D:

. digo que tendremos AE : EB:: CF : FD.

Tirese AD, que encuentre al plano PQ en G, y tix
rense tambien las AC, EG, GF, BD!

Las intersecciones EG, BD de los planos parale-
los PQ, RS con el plano ABD, son paralelas¥ : lue- # Py, 10,
go AE : EB :: AG : GF. Del mismo modo, las inter~
secciones AC, GF, siendo paralelas, nos dan AG:GD::
CF : FD : luego, quitando la razon comun AG: GD:
tendrémos AE : EB :: CF: FD. -

PROPOSICION XVI.

TEOREMA.

Sea ABCD un_quadrildtero situado 6 no situado en gig 19,
_un mismo plano , si cortamos proporcionalmente los lados
opuestos con dos rectas EF , GH, de modo que sea AE:

EB:: DF:FC, y BG : GC:: AH : HD ; digo que las

rectas EF y GH se cortardn en un punto M, y tendre~

mos HM : MG :: AE: EB, y EM: MF:: AH: HD. .
Llévese en la direccion AD un plano qualquiera

AbHcD, que no pase en la direccion GH. Por los pun-

tos E, B, C, F, tirense 4 GH las paralelas Ee, Bb,Cc, .: -

Ef, que encuentren 4 este plano en e, b, ¢, f. Las pa-

ralelas Bb, GH, Cc nos dan* bB: Hc:: BG:GC:: AH: * 15. 3.

HD; luego los triangulos AHb, cHD son semejantes¥. # 30, 3,

Tendrémos luego Ae: ¢b :: AE : EB, y Df : fc:: DF

FC; luego Ae:eb:: Df: fc, 6 componendo, Ae: Df::

Ab.: Dc. Pero los.tridngulos semejantes AHb, cHD dan

Ab »:Dc.:: AH:HD ; luego Ae : Df:::AH : HD Ade-

mas los mangulos AHI), cHD , siendo semejantes, el dn-

gulo HAe = HDf ; luego los tridngulos HAe , DHf son

semejantes ¥,y el dngulo AHe = DHY. Deducese desde * 20. 3.

luego que eHf es una linea recta, y que asi las tres pa~

salelas He; GH, Ff estan .en un miémo plano, en el

9
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-qual estardn tambien las dos rectas EF, GH : luego es-

tas deben cortarse en un punto M. Las paralelas Ee, MH,
Ff nos darin EM : MF :: eH : Hf :: AH : HD. Por una
construccion parecida, haciendo pasar un plano por AB,
demostrariamos que HM : MG :: AE : EB.

PROPOSICION XVIL
TEOREMA.

El éngulo comprehendido entre los dos planos MAN,
MAP puede medirse, segun la definicion, por el dngu-
lo NAP, que forman entre si las dos perpendiculares AN,
AP, tiradas en cada uno de estos planos d la comun sec-
cion AM. : :

Para demostrar la exictitud de esta medida, es pre-
ciso probar, 1.° que es constante, y que seria la misma,
sea qual fuese el punto de la comun seccion al qual
se tirasen las dos perpendiculares.

En efecto, si tomamos otro punto M, y tiramos MC
en el plano MN, y MB en el plano MP, perpendi-
culares 4 la comun -seccion AM, por ser MB y AP
perpendiculares 4 una misma linea AM, serin paralelas
entre si. Por la misma razon MC es paralela 4 AN:
luego el angulo BMC =PAN *: luego es indiferente ti-
rar las perpendiculares al punto M 6 al punto A, porque

~ el dngulo comprehendido sera siempre el mismo.

*Pr. 9.

2.° Es menester probar, que si el angulo- de dos
planos aumenta 6 disminuye en una tierta razon, el 4n~
gulo PAN aumentari 6 disminuird en la misma razon.
En el plano PAN describase desde el centro A,y con
un radio arbitrario el arco NDP ; desde el centto M,
y con un radio igual describase el arco CER; tirese AD
arbitrariamente. R
Siendo perpendiculares 4 una misma recta MA los
dos planos PAN, BMC, serin paralelos¥*: luego las in~
tersecciones AD, ME de estos dos planos con un terce-
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ro AMD ser4n paralelas: luego el dngulo BME seri igual
4 PADX .

. Demos por un momento el nombre de esquina al 4n-
gulo formado por dos planos MP, MN. Esto sentado,
si el dngulo DAP fuese igual 4 DAN, claro estd que la
esquina DAMP seria igual 4 la esquina DAMN ; por-
" que la base PAD se ajustaria perfectamente con su igual

* Pr. 13.

DAN, y la altura AM seria siempre la misma: luego

las dos -esquinas coincidirian una con otra. Vemos tam-
bien que si el angulo. DAP cupiese un cierto nimero
cabal de veces en el dangulo PAN, la esquina DAMP
cabria igual namero de¢ veces en la esquina PAMN,
Ademas de la razon en numeros enteros 4 una razon
qualquiera, la conclusion es legitima; y queda demostrada

en un caso de todo punto semejante*: luego sea la que * 1. 1.

se fuere la razon del dngulo. DAP al 4ngulo PAN, la es-
quina DAMP conservara esta misma razon con la esqui-
na PAMN : luego el ingulo NAP puede tomarse por
medida de la esquina PAMN, 6 del dngulo que for
man entre si los dos planos MAP, MAN.

Escolio. Quando dos planos se cortan mijtuamente ,
los dngulos opuestos al vértice son iguales , y los dngu-
los adyacentes valen juntos dos rectos; luego si un plang,
es perpendicular 4 otro, este lo es tambien al primero.
Del mismo modo, quando dos :planos.estin, cortados por
otro tercero, se verifican las mismas igualdades de dn-
gulos , y lasmismas propiedades que quando .dos li~
neas paralelas estan cortadas. por una.tercera. :

PROPOSICION XVIIL

. TEOREMA.

Siendola ‘linea AP perﬁmdicular al planoz MN ,' qual-'

quiera plano APB, en la direccion AP, seré perpendicu-=
lar al plano MN.
Sea AB la interseccion de los planos AB, MN.

Fig. 194.
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Sien el plano MN tiramos 4 BP la perpendicular
DE, siendo la linea AP perpendicular al plano MN,
sera perpendicular 4 cada una de las dos rectas BC, DE.
Pero el angulo APD, formado en la comun sec—
cion BP: por las dos perpendiculares PA, PD, es la me-
dida del dngulo que forman los dos planos AB, MN:
luego, una vez que este angulo es recto, los dos planos
son perpendiculares entre si. ¥

Escolio. Quando tres rectas, como AP, BP, DP,
son perpendiculares entre si, cada una de ellas es per-
pendicular al plano de las otras dos, y los tres planos

son perpendiculares entre si.

PROPOSICION XIX.

TEOREMA.

an. 149.  Si el plano AB es perpendicular al plano MN, y ti-

<y

ramos en el plano AB la linea PA perpendzcular & la co-
mun seccion PB, digo que ‘PA serg perpendzcular al
plano MN.

Porque si en el plano MN tiramos PD perpendicu-
lar 4 PB, el dngulo APD serd recto, por ser los pla-
Ros perpendlculares entre si: luego la linea AP es per-
pendncular 4 las dos: rectas' PB y PD, y lo es tambien
4 su plano MN..

- Corolario. Si el plano AB es perpendlcular al pla-
no MN y 4 este ultimo le levantamos una perpendicu-
lar en un punto P de la comun seccion; digo que
esta perpendicular estard en el plano AB. Porque si no
estuviese , podriamos tirar en el plano AB una perpen-
dicular AP 4 la comua seccion BP, la qual seria al
mismo tiempo perpendicular al plano MN: luego en el
punto P habria dos perpendnculares al plano ‘MN, lo

* Pr, 4. que es imposible, *
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PROPOSICION XX
TEOREMA

Si dos planos AB, AD son perpendzculares 4 un ter- Fig. 149.
cero MN, su comun seccion AP tambien serd perpendict~
lar a dicho plano.

Porque si en el punto P levantamos una perpéndi-
cular al plano MN, esta perpendicular debe hallarse 4
* un tiempo en los dos planos AB y AD¥: luego es su #Pr. 19
comun seccion AP.

PROPOSICION XXIL

TEOREMA.,

Si un dngulo sdlido estd formado por tres dngulos pla-
nos , la. suma de dos quale:‘quiera de estos dngulos serd -
mayor que &l tercero.
« + Solo se puede demostrar la. proposxclon, quando el
angulo plano, con el qual comparamos la suma de los
otros dos, es mayor que cada uno de estos. Sea pues S el Fig. 19g.
angulo solido formado por tres angulos planos ASB, ASG,
BSC, y supongamos que el ingulo ASB. sea- el mayor
de ‘los:tress digo que tendremos ASB<ASC —+ BSC.
-Enel plano ASB higasé el angulo BSD = BSC, ti-
- rese arbitrariamente la recta ADB ; y habiendo toma-
do SC=SD, tirense. AC..y BC. :
- Los.dos1ados BS , SD. son respectivamente iguales
z’t los otros dos BS, SC; 3 elangujo BSD = BESC: luego los
triangulos BSD y BSC. son iguales, y por consiguiente
BD=BC. Pero tememos AB< AC~+ BC; quitando de
una parte BD, y de la otra su 1gual BC, quedarda AD<AC.
Los dos lados AS, SD son iguales 4 los ptros dos AS, SC,
y ¢l tercero AD es menor que ¢l -texcero AC; luego* el # 10, 1.
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angulo ASD < ASC. Adadiendo BSD = BSC, tendremos
ASD —+ BSD 0. ASB < ASC + BSC.

PROPOSICION XXIIL

TEOREMA.

La suma de los dngulos planos que forman us-dngulo
sélido es siempre menor que quatro dngulos rectos.

. Cortese el dngulo sélido"S con un plano qualquie+ -
ra 'ABCDE; desde el punto O, tomado en este pla-
no, tirense 4 todos los dngulos las lineas OA, OB,
OC, OD, OE, :

La. suma " de- los angulos de los mangulos ASB,
BSC, &c., formados al rededor del vértice S, equiva-
le 4 la suma de un nimero igual de triéngulos AOB,
BOC, &c. formados al rededor del vértice O. Pero en el
punto B los angulos ABO, OBC valen juntos el ‘dngu-
lo ABC menor que la suma de los 4ngulos ABS, SBC*;
Del mismo modo, en el punto C tenemos. BCO—I— QCD<
BCS +-SCD, y asi sucesivamente en todos los dngulos
del poligono ABCDE. Sicase de aqui que en los tridn-
gulos cuyo vértice es O, la suma de los angulos de 1a
base es menor que la de sus correspondientes en los tridn-
gulos cuyo vértice es S: luegod, por compensacion, 1a su-
ma de los dngulos formados al rededor del punto. O es
mayor que la de los formados al. rededor del.punto S.
Mas la suma de los primeros , esto es, de los formados -
al rededor del punto O, vale quatro dngulos rectos *:
luego la suma de los angulos planos que formam:el 4n-~
gulo solido S es menor que guatrp dngulos rectos.

Escolio. Esta demostracion supone. que el angulo st
lido es convexd, 6 que el plano de una cara: prolongado
jamas puede cortar al dngulo sohdo, pues 4 no ser asi,
la suma de los dngulos planos seria mdetermmada, y pm

- dria tener un.vajor qualqujera. . -
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PROPOSICION XXIIL

TEOREMA.

Si dos dngulos sélidos se componen de tres angulos pla-
nos respectivamente . 1guale:, los planos en que estan los
angulos iguales, estardn igualmente inclinados entre sf.

Sea el angulo ASC=DTF, el dngulo ASB= DTE, Fig. 197.
y el dngulo ESC=ETF; digo que los dos planos ASC,
ASB tendran entre si la misma mchnaclon que los pla~
nos DTF, DTE.

Habxendo tomado SB arbltranamente tirese BO per-
pendicular al plano ASC; desde el punto O, en que es-
ta perpendicular encuentra al plano ’ tirense a SA, SC
las perpendiculares OA , OC ; tirense tambien AB, BC.
Toémese luego TE = SB tirese EP perpendlcular al pla-
no DTF ; desde el punto P tirense 4 TD y TF las per-,
pendlculaces PD y PF; finalmente, tirense DE ,:.EF.

. El triangulo SAB es rectingulo ’en A, yel triéngu—
lo. TDE en D¥; y por ser el angulo ASB = DTE, te-* Pr.6.
nemos tambien SBA = TED. Por otra parte SB=.TE:
luego el tridngulo SAB es igual al. tridngulo TDE, y por
el mismo SA =TD, y AB = DE. Dgl mismo modo se
demostrard que SC = TF., y BC == EF.  Esto sentado, ¢l
quadrilitero SAOC es igual al.quadrilatero! TDPF ; por~
que sobreponiendo el angulo- ASC-4.5u igual DTF, por
ser. SA=TD y SC =.'I"F,, el punto A’ caerd en: D"y el
punto C en F. Al mismo tiempo, A perpendicu;lar a SA
caera sobre.DP perpendicular4 ID,y del mismo modo
OC sobre PF: luego el ‘punto: O-caera:sobre elpunto Py
y tendremos AQ = DP. Pero-jos triingulos: AOB, DPE
son rectangulos-en O y P, 1a hipotenusa AB = DE > ¥
el lado AO = DP- }uego estos. triangulos son iguales*, * 18. 1.
y el dogule OAB == PDE. El 4ngulo OAB.es la inclina~
cion de los dos. planos ASB4 ASC; ¢l dngulo PDE es la-
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de los dos planos DTE, DTF : luego estas dos inclina=
ciones son iguales entre si.

Debemos observar sin embargo que eI ingulo A del
tridngulo rectingulo OAB no es en rigor la inclinacion
de los dos planos ASB, ASC, sino quando la perpendi-
cular BO cae, respecto 4 SA , del mismo lado que SC. Si
cayese al otro lado, entonces el dngulo de los planos se-
ria obtuso,-y unido al dngulo A del tridngulo OAB, val-
drian dos rectos. Pero en este caso tambien el dngulo de

_los planos TDE, TDF seria obtuso, y sumado.con el
dngulo D del triéngu]o DPE, valdria dos rectos : luego,
como el dngulo A seria siempre igual 4 D, deduciriamos
que la inclinacion de los dos planos ASB ASC es 1gual
4 la de los otros TDE, TDF.

Escolio. Si dos angulos solidos se componen de tres
dngulos planos respectivamente iguales, y al mismo tiem-
Ppo los dngulos iguales @ homologos estan colocados del mis-
mo modo en los dos angulos solidos, en tal caso estos in-
gulos serdn iguales, y,-sobrepuestos uno 4 otro coincidi-
ran, En efecto; ya hemos visto que el quadrilitero SAOC
puede sobreponerse 4 su igual- TDPF; asi colocando SA
sobre TD, SC cae sobre TF, y el punto O sobre el pun~
to P. Pero,.por ser iguales los tridngulos AOB; DPE,
Ia perpendlcular OB al plano ASC es igual 4 la per~
pendicular PE al plano TDF ; ademas: estas perpendicu-~
lares estan en una misma du'ecaon Tuego el punto B
caera sobre ¢l punto E, l4 linea SB sobre TE ;.y.los dos
“dngulos solds coincidirdn enteramente uno con otro.. -

Sin embargo, esta coincidencia. solo. se efectua supo-
niendo que los dngulos planos iguales estan codocados del
mismo modo en los ‘dds '4ngulossolidos; - porque- si-los
mgulos planos estuviesefl colovados: en un orden inverso,
esto s, !si- en :lugar. de seguir’las perpendxculares BO,

" EP una misma direccion respecto ‘4 -los planos ASC,
- DTF , estuviesen en direcciones contrarids ; entdnces ‘se-
ria imposible hacer ceincidir los dos. 4ngulos' solidos uno
con -0tro; Seria igunlipetite ciecto, segup. lo demostrado
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en el teorema, que los planos en que estan los dngulos
iguales tendrian una misma inclicacion entre si ; de mo«
do que los dos angulos solidos serian igua:les en todas sus
partes constituyentes , pero siendo imposible no obstante
el sobreponerlos uno 4 otro. Este género de igualdad,
que no es absoluta 6 de superposicion , merece distinguir-
se con una denominacion particular, y la llamaremos
igualdad por simetria. Asi los dos dngulos sélidos de que
tratamos, que estan formados por tres angulos planos res-
pectivamente iguales , pero colocados en un.6rden inver-
sa, se llamarin dngulos iguales por simetria, 6 simple~
mente dngulos simétricos. A :

Esta misma observacion se.aplica. 4 los 4ngulos s6li~
dos formados por mas de tres dngulos planos. Asiun 4n-
gulo solido formado por los. dngules planos A, B, C,
D, E, yotro dngulo sélido formado por los mismos 4n-~
glos planos en un drden inverso A, E,. D, C, B pue-
den ser tues, que los planos en que estan los dngulos
igrale; tengan una misma inclinacion entre si. Estos dos
dngulos solidos, que serian iguales, aunque fuese impo-
sible Ia superposicion , se llamarin dngulos iguales por
simetria , & dngulos. simétricos. T

En las figuras planas no hay en rigor igualdad por
simetria, y todas las que designisemos con este nombre
serian absolutas 6 de superposicion ; la razon es, por-
que podemos trastornar una figura plana, y tomar in-
diferentemente la parte superior por la inferior. No su-
cede asi con los sélidos, donde la tercera dimension pue-
de tomarse en dos sentidos distintos. ‘ :

PROPOSICION XXIV.
PROBiZEMA.

Dados los tres dngulos planos que forman un dngulo
solido , hallar por una construccion plana el dngulo qn)é
forman dos de estos planos entre si. :

20
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Sea S el dngulo solido propuesto , en el qual cono-

cemos los tres dngulos planos ASB, ASC, BSC, se desea
saber el angulo que forman entre si dos de estos planos,
por exemplo los planos ASB, ASC.
" Si imaginamos haber hecho la misma construccion
que en el teorema anterior, el dngulo OAB seria el
angulo que buscamos. Se trata pues de hallar el mismo
angulo por una construccion plana ¢ trazada sobre umr
plano.

Para esto higanse sobre un plano los angulos B/SA,
ASC, B”SC iguales 4 los dngulos BSA , ASC, BSC en
la figura solida; tomense B’S y B”S iguales ambes 4 BS
en la figura sdlida. Desde los puntos B’y B bixense
4 SA y SC las perpendiculares B’A y B”C, que se en-
contrarin en un punto O. Desde el punto A, como
centrp , y con el radio AB/, describase la semicircunfe-
rencia B'bE; en.el punto O levantese 4 B’E 1a perpen-
dicular Ob, que encuentre 4 la circunferencia en b; ti-
rese Ab y el dngulo EAD seri la inclinacion que buscamos
de los dos planos ASC, ASB en el dngulo solido.

- Todo se reduce 4 hacer ver que el tridngulo AOb
de la figura plana es igual al tridngulo AOB de la figu-
ra solida. Siendo los dos triangulos B’SA, BSA rectin-
gulos en A, los dangulos en S son lguales luego los an-
gulos en B y B’ lo son tambien. Pero la hipotenusa SB
es igual 4 la hipotenusa SB: luego estos tridngulos son
iguales, y SA de la figura plana es igual 4 SA de la figura
solida, y tambien AB’, 6 suigual Aben la figura plana, es
igual 4 AB en la figura solida. Del mismo modo se demos-
trard que SC es igual en ambas partes ; de donde se infie-
re que el quadrilatero SAOC es igual en las dos figuras,
y que asi AO de la figura planaes igual 4 AQ de la figura
solida: luego en ambas figuras los tridngulos rectingu=
los AOb y AOB tienen, iguales la hipotenusa y un lado:

luego son iguales, y el angulo EAb, hallado por la cons-
truccion plana, es igual 4 la mcllnacmn de los dos pla-
nos SAB, SAC en el dngulo sélido.
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Quando el punto O cae entre A y B’ en la figura
plana, el angulo EAb es obtuso, y mide siempre la ver-
dadera inclinacion de los planos; por esta razon hemos
sefialado por AEb, y no OAb, la inclinacion que bus-
cibamos, con el fin de que esta misma resolucion con-
venga 4 todos los casos.

Escolio. Se preguntard tal vez, si con tres dngulos
planos , tomados arbitrariamente, se podrd formar un
angulo solido.

Es menester desde luego que la suma de los tres dn-.
gulos dados sea menor que quatro rectos, pues de lo
contrario seria imposible formar el angulo solido. Es pre-
ciso ademas que despues de haber tomado arbitraria-
mente dos de los 4angulos B/SA, ASC, el tercero CSB”
sea tal, que la perpendicular BC al lado SC, encuen~
tre al didmetro B’E entre sus extremos B/ y E. Asi los
limites del tamafio del 4ngulo CSB” son los que hacen
que la perpendicular B”C vaya 4 dat 4los puntos B’ y E.
Desde estos puntos baxense 4 SC las perpendiculares BL,.
EK, que encuentran en I y K 4 la circunferencia descri-
ta con el radio SB” , y los limites del dngulo CSB” se-
rin CSI y CSK. o

Pero en el tridngulo isdsceles B’SI, siendo la linea
CS prolongada perpendicular-4 la base B'I, tenemos el
angulo CSI = CSB’ = ASC + ASB’. Y en el triangulo
isosceles ESK, siendo la linea SC perpendicular 4 EK,
tenemos ¢l 4ngulo CSK = CSE. Ademas, por ser igua-
les los tridangulos ASE, ASB’, tenemos el angulo ASE=

ASB’: luego CSE = CSK = ASC — ASP..

- Sécase de aqui que serd posible el problema , siem-
pfe que &l tercer angulo CSB, sea menor que la suma
de los otros dos ASC y. ASB’, y mayor que su dife- .
rencia: condigion que conviene ¢on el teorema XXI; por-
que, en virtud de este teorema, es preciso que sea CSB”
<ASC—+ ASB/, y que ASC<CSB” —+ ASB’ 6 CSB” >
ASC — ASP. .
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PROPOSICION XXV,
PROBLEMA.

Dados dos de los tres dngulos. planos que forman un
6ngulo solide , y -el dngulo que forman sus planos entre
iy hallar el tercer dngulo plane.

Sean ASC, BSB’ los dos dngulos planos dados, y
supengames por un momento que CSB” sea el tercer an-
gulo que buscamos; en este caso, haciendo la misma cons-
truccion que en el problema anterior, el ingulo com-
prebendido entre los planos de los dos primeros seria EAb.
Pero asi como determinamos el angulo EAb por medio
de CSB” ; dados los otros dos, asi tambien podeimos de-
terminar CSB” por medio de EAb, y resolverémos de
este modo el problema propuesto.

Habiendo tomado SB’ arbitrariamente , bixese 4 SA
la perpendicular indefinida B/E; hdgase el angulo EAb
igual al de los dos planos dados desde el punto b, en
que el lado’ Ab ericuentra 4 la urcunferenma descnta.
desde el centro A y con el radio AB’, bizese 4 AE la:
perpendicular O, y desde el punto.O bixese 4 SC la
perpendicular indefinida OCB”, que se terminar en B
de'modo que SB” = SB/; el dngulo CSB” serd el tercer

dngulo plano pedido.’

Porque 'si- formames un 4ngulo'sélido con los tres an~
gulos planos B’SA, ASC, CSB”, la inclinacion de los
planos en que estan los dos angulos dados ASB/, ASC,
serd igual al dngulo dado EAb,®

Escolio. Si un dngulo solido ‘es' quadruplo , 0 formado
por quatro dngutos planos ASB,” BSC, CSD, DSA, no
basta conocer estos dngulos para. determmar las mutuas
inclinaciones de sus planos; porque con los mismos 4an~
gulos planos se podrian formar una infinidad de 4ngulos
solidos. Pero si afiadimos una condicion, por éxemplo,

"si se da la inclinacion de los dos planos ASB, BSC, en~
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tonces ya queda el dngulo solido enteramente determina-
do, y podremos hallar la inclinacion de dos qualesquiera
de sus planos. En efecto, imaginese un dngulo solido tri-
ple formado por los angulos planos ASB, BSC, ASC; los
dos primeros dngulos estan dados, igualmente que la in-
clinacion de sus planos: luego podremos determinar, se~
gun lo expuesto en el problema que acabamos de resol-
ver, el tercer angulo ASC. Despues, si consideramos el
angulo solido tripls formado por los dngulos planos ASC,
ASD, DSC, conocemos ya estos tres angulos: asi el dn~
gulo solido queda entsramente determinado. Pero el 4n-
gulo solido quidruplo estd formado por la reunion de los
dos dngulos solidos triples de que acabamos de hablar:
luego , conocidos ya, y determinados estos dngulos par-
ciales, tambien conoceremos y deteriminaremos el dngulo
total. '

El dngulo de los dos planos ASD y DSC se hallaria
imediatamente por medio del segundo dngulo sélido par-
cial. En quanto al angulo de los dos planos BSC y CSD,
seria preciso. buscar en el angulo solido parcial, el dngulo
comprehendido entre los dos planos ASC y DSC, y en
el otro el comprehendido entre los dos planos ASC y
BSC ; la suma de estos dos dngulos seria el dngulo com-
prehendido entre los planos BSC, DSC.

Del mismo modo veriamos que, para determinar un
angulo sélido quintuplo, es preciso conocer, ademas.de
los cinco 4ngulos planos que lo componen, dos de las
mutuas inclinaciones de sus planos. Se necesitarian tres
en el dngulo solido séxtuplo, y ast de los demas.
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LIBRO VL

LOS POLIEDROS.

DEFINICIONES.

L Se llama sdlido poliedro, 6 simplemente poliedro,
todo solido terminado por planos ¢ caras planas. ( Es~ .
tos planos estardn terminados forzosamente. por lineas
rectas.) Se llama con partlculandad tetraedro al sélido
que tiene quatro caras; exdedro al de seis; octaedro al
de ocho; dodecaedro al de doce; icosaedro al que tiene
viente, &c

El tetraedro es el poliedro mas simple; porque so-
lo se necesitan tres planos para formar un 4ngulo solido,
y estos tres planos dexan un vacio que, para cerrarse,
solo necesita un quarto plano.

II. La interseccion comun de dos. caras adyacentes
de un poliedro se llama arista del poliedro.

III. Se llama poliedro regular 4 aquel, cuyas caras
son todas poligonos regulares iguales, y cuyos dngulos
solidos son iguales entre si. Estos poliedros son cinco.
Véase el apéndice G los libros VI y VIL

IV. El prisma es un sélido formado por muchos pla~
nos paralelogramos, terminados por una y otra parte por
dos planos poligonos iguales y paralelos.
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Para construir este solido, sea ABCDE un pohgo— Fig. 200.
no qualquiera. Si en un plano paralelo 4 ABC tira-
mos las lineas FG, GH, HI, &c. iguales y parale-
las 4 los lados AB BC, CD &e., quedard forma-
do el poligono FGHIK:ABCDE. Si despues tiramos
por los vértices de los dngulos homologos de los dos pla-
nos, las rectas AF, BG, CH, &c., las caras ABGF,
BCHG, &c. serin paralelogramos , ¥ el solido asi for-
mado ABCDEFGHIK ser un prisma. -
V. Los poligonos iguales y paralelos ABCDE,
FGHIK se llaman las bases del prisma; los otros pla-
nos paralelogramos tomados Jl.lIltOS constltuyen lo que
llamamos superficie lateral 6 convexa del prisma.
VL. La altura del prisma es la distancia entre sus
dos bases , 0 la perpendicular tirada desde un punto de
la base superior al plano de la base inferior.
- VIL.. Un prisma es recto quando los lados AF, BG, &c.:
son perpendiculares 4 los planos de las bases, y enton-
ces cada uno de ellos es igual a la altura del prisma. En
qualquiera otro caso el prlsma es obliquo, y la altura es « -
menor que el lado.
VIIL . Un prisma es triangular , quadrangular, pen-.
tagonal,- exagonal , &c. segun es la base un tridngulo,
un quadrilitero ,yun pentigono, un exigono, &c.
. IX. El prisina, cuya base es un paralelogramo , tiene Fig. 206.
todas sus caras paralelogramas, y se lama paralelepipedo.
-El paralelepido es rectangulo, quando todas sus ca~
ras son rectangulos. ‘ o
X. Entre los paralelepipedos rectangulos se distingue el
cubo 6 exdedro regular formado por seis quadrados iguales.
XI. La pirdmide es. el solido formado por muchos Fig. sor.
planos trmngulares, que salen de un mismo punto S, y
se terminan en un mismo plano poligono ABCDE.
El poligono ABCDE se llama la base de la pird~
mide, el punto S es el vérrice, y el conjunto de los
trlangulos ASB, BSC, &c. forma la superficie con'vexa
0 lateral de la pxralmde.
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XII. La altura de la pirimide es la perpendicular
baxada desde el vértice al plano de la base, prolongado
si es necesario.

XIII. La pirdmide es triangular, quadrangular &e.
segun es la base un tridngulo, un quadrilitero,. &c.

XIV. Una pirdmide es regular quando la base es un
poligono regular, y que al mismo tiempo la perpendi-
cular baxada desde el vértice al plano de. la base pasa
por su centro, y esta linea se Ilama entonces el exe de
la'pirdmide.

XV. Diagonal de un pohedro es la linea tirada por
los vértices de dos dngulos slidos no adyacentes.

XVI. Llamaré poliedros simétricos 4 dos poliedros,
que teniendo una base comun, estan construidos seme—
jantemente el uno encima‘ y el otro debaxo del .plano
de esta base, con la condicion de que los vértices de
los dngulos solidos homologos esten equidistantes del pla-
no de la base en una misma linea recta perpendicular
4 dicho plano.

Por exemplo, si la recta ST es perpendlcular al pla-
no ABC, y en el punto O, en que encuentra 4 este

_plano, eeta dividida.en dos partes iguales, las pirdmi- .

des SABC, TABC, que tienen comun la base ABC,
serdn dos pohedros simétricos.

XVII. Dos pirédmides trzangulares son seme]ante:,
quando tienen dos caras respecnvamente semejantes, co-
locadas semejantemente , é igualmente inclinadas entre sf.

Asi , suponiendo los angulos ABC = DEF , BAC =
EDF, ABS = DET, BAS = EDT, si ademas 'la incli-
nacion de los planos ABS ABC es igual 4 la de sus ho-
mologos DTE, DEF, las plramules SABC TDEF se—
rin semejantes. .

XVIII. Habiendo formado un tmngulo con los vér-
tices de los tres dngulos tomados en una misma cara 6
base de un poliedro, podemos imaginar que los vértices
de los diferentes dngulos sélidos del poliedro, situados
fuera del plano de esta base, son otras tantas pirdmides
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triangulares, cuya base comun es el tridngulo sefalado,
y cada una de estas pirdmides determinari la situacion de
cada 4ngulo sélido del poliedro con respecto & la base.
Esto sentado:

Dos poliedros son semejantes , quando siéndolo sus
bases , los vértices de los angulos solidos homologos , si~
tuados fuera de estas bases, estan determinados por pird-
mides triangulares iguales cada una 4 su correspondiente.

XIX. Llamaré vértices de un poliedro los puntos si-
tuados en los vértices de sus diferentes dngulos solidos.

N. B. Todos los poliedros que consideramos son po-
liedros de dngulos salientes , 6 poliedros convexds. Da-
mos este nombre 4 aquellos , cuya superficie no puede
estar cortada por una linea recta en mas de dos puntos.
En esta especie de poliedros el plano de una cara pro-
longado no puede cortar al sdlido : luego es imposible
que el poliedro tenga partes sobre el plano de una ca-
ra y partes debaxo, y por consiguiente estd todo ¢l en~-
tero de un mismo lado de este plano. ‘

PROPOSICION PRIMERA.
‘ TEOREMA.

Dos poliedros no pueden tener los mismos vértices , y
en un mismo niimero , sin coincidir uno con otro.

Porque supongamos construido uno de los poliedros.
Si queremos construir-otro que tenga los mismos vérti-
ces y en un mismo numero, serd preciso que los pla-
nos de este no pasen todos por los mismos puntos que
en el primero, pues de lo contrario no se diferencia~
rian uno de otro ; pero entonces se echa de ver que al-
gunos de los nuevos planos cortarian al primer polie-
dro ; habria dngulos solidos encima , y otros debaxo de
estos planos, lo qual no puede verificarse en un polie~
dro convexd : luego si dos poliedros tienen los mismos
vértices y en igual nimero, deben coincidir forzosa-
mente uno con otro.

21
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Escolio. Dada la situacion de los puntos A, BY, C,
K, &c., que deben servir de vértices 2 un poliedro, es
facil formar el poliedro.

Elijanse desde luego tres puntos inmediatos D, E,
H, tales, que el plano DEH pase , si es posible , por
otros nuevos puntos K, C; pero dexando 4 todos los
demas 4 un mismo lado, 0 todos encima del plano , 6
todos debaxo ; y el plano DEH 6 DEHKC, asi deter-
minado , serd una cara del solido. Llévese por uno de
sus lados EH un plano que haremos girar hasta que en-
cuentre 4 un nuevo vértice F, 6 4 muchos al mismo
tiempo F, I ; y tendremos una segunda cara, que se-
ra FEH 6 FEHIL Contindese de este modo haciendo
pasar planos por los lados hallados hasta que el sélido
esté concluido por todas partes; este solido serd el polie~
dro pedido, porque no hay dos que puedan tener los
mismos vértices. : :

PROPOSICION IL
TEOREMA.
En dos poliedros simétricos las caras homdélogas son
respectivamente iguales , y la inclinacion de dos caras ad-

yacentes en un sélido es igual & la inclinacion de lus caras
homélogas en el otro. ‘

Fig. 205. -Sea ABCDE la base comun' de ambos poliedros;

sean My N los vértices de dos dngulos solidos quales-
quiera de uno de'los poliedros , M’ y N’ los vértices ho-
mologos del otro poliedro ; serd menester , segun la de-
finicion, que las rectas MM/, NN sean perpendicula~
res al plano ABC, y esten divididas en dos partes igua-
les en los puntos my n, en que encuentran 4 este pla-
no. Esto sentado, digo que la distancia MN es igual
a M/N”. ’ '

Porque si hacemos girar el trapecio mM/N’n alrede-
dor de mn, hasta que su plano quede sobrepuesto al
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plano mMNn , por ser rectos los dngulos en m y en n,
el lado mM’ caerd sobre su igual mM , y N’ sobre nN:
luego los dos trapecios coincidirdn, y tendremos MN
=M'N".

Sea P un tercer vértice del poliedro superior , y P’
su homologo en el otro ; tendremos tambien MP=M'P,
y NP=N'P’: luego el tridngulo MNP , que une tres
vértices qualesquiera del poliedro superior , es igual al
triangulo M'N’P’ , que une los tres vértices homaologos del
otro poliedro. :

Si entre estos tridngulos consideramos tunicamente
los que estan formados en la superficie de los poliedros,
podemos deducir ya que las superficies de los dos polie-
dros estan compuestas de igual nimero de tridngulos res~
pectivamente iguales. ,

Digo ahora que si'dos tridngulos estan en un mismo
plano sobre una superficie,, y forman una misma cara
poligona , los tridngulos homélogos estardn en un mismo
plano sobre la otra superficie , y formarian una cara
poligona igual. :

En efecto, sean MPN, NPQ dos tridngulos adya-
centes que suponemos en un mismo plano, y sean
MP'N’, N'P'Q’ sus homologos. Tenemos el 4ngulo
MNP=M'N'P, el dangulo PNQ =FP'N'Q’; y si tirase-
mos MQ y M'Q’, el tridngulo MNQ seria igual
M'N’Q’., y por lo mismo el ingulo MNQ=M'N'Q".
Pero por estar MPNQ en un solo plano, tenemos el dn-
gulo MNQ =MNP —+PNQ : luego tambien M'N'Q’=
M/N’P/+P'N’Q’. Pero si los tres planos M/N’P’, P/N'(¥,
M’N’Q’ no estuviesen confundidos en uno solo , forma-
rian un dngulo solido, y tendriamos * el dngulo M/N‘Q’ *20. 5.
<M'N'P'+-P'N’Q’: luego no verificindose esta condi-
cion , los dos tridngulos M/N’P’, PN/Q’ estan en un
mismo plano. '

Siguese de aqui que cada cara, sea triangular , sea
poligona , en un poliedro, corresponde 4 otra cara igual
en el otro, y que asi los dos poliedros estan formados.
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por un mismo mimero de planos respectivamente iguales.
Nos resta que probar, que la inclinacion de dos ca-
ras quatesquiera adyacentes en uno de los poliedros es
igual 4 la inclinacion de las dos caras hom()logas en el
otro, ' ,
Sean MPN , NPQ dos tridngulos formados sobre 1a
comun arista NP en los planos de las dos caras adya-
centes ; sean M/P’N*, N’P’Q’ sus homologos. :Podemos
imaginar en N un 4ngulo sélido formado por los tres
angulos planos MNQ , MNP, PNQ, y en N otro 4n-
gulo solido formado tambien por los tres angulos planos
MNQ’/, MNP/, PN'Q’. Pero hemos probado ya que
estos dngulos son iguales unos con otros : luego la ineli-
nacion de los dos planos MNP, PNQ es igual 4 la de
sus homologos M/N'P/ , P'N’Q’. * - . »
Luego en los poliedros simétricos las caras son igua-
Tes unas con otras , y los dos planos de dos caras qua~
lesquiera adyacentes de uno de los solides tienen entre
st la misma inclinacion que los planos de las dos caras
homologas del otro solido. , ‘
Corolarie. Una vez que las partes constituyentes de
un solido, angulos, lados, inclinaciones de caras son
iguales 4 las partes constituyentes del otro, podemos de~
ducir que dos poliedros simétricos son iguales, aunque no
puedan sobreponerse uno & otro; porque no hay otra di-
ferencia en los dos solidos que la de la situacion de las
partes , que 1o -es esencial para su magnitud. Véase la
nota VI1I. ' :
Escolio. Puede repararse que los dngulos sdlidos de
un poliedro som simétricos de los dngulos sdlidos del otro
poliedro. Porque si el angulo solido N estd formado por
los planos MNP, PNQ , QNR, &c., su homélogo. N/
est4 formado por los planos M/N’P/ , PN‘Q’, Q’N’R/, &c.
Estos parecen dispuestos en el mismo orden que los de-
mas ; pero como los dos dngulos solidos estan en una
situacion inversa uno respecto de otro,. siguese que la
disposicion real de los planos.que forman el angulo s6-
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lido N/ es inversa de la del dngulo homélogo N. Ade-
mas las inclinaciones de los planos consecutivos son igua-
les en los dos 4ngulos solidos : luego. estos angulos soli-
dos son simétricos uno 4 otro. Véase el escolio de la pro~
posicion XXIII , libro V.

Esta observacmn prueba que un poliedro qualquzera
solo puede. tener un poliedro simétrico. Porque si cons-
truyesemos sobre otra base un nuevo poliedro simétrico
al poliedro dado , los dngulos solidos de este serin siem-
pre simétricos 4 los del poliedro dado: luego serian
iguales 4 los del poliedro simétrico, construido sobre la
primera base. Por otra parte, las caras homologas se-
rian siempre iguales: luego los poliedros simétricos,
construidos sobre una 1 otra base , tendrian las caras y
los dngulos solidos iguales : luego coincidirian por super-
posicion , y no harian mas que un solo y un mismo
poliedro.

PROPOSICION IIL

TEOREMA.

Dos prismas son iguales quando tienen.un dngulo sé-
lido comprehendido entre planos respectivamente iguales
y semejantemente colocados.

Sea la base ABCDE igual 4 la base abcde, el pa~ Fig. 200.
ralelogramo ABGF igual al paralelogramo abgf, y el
paralelogramo BCHG igual al paralelégramo behg: di-
go que el pmma ABCI sera igual al prisma abci.

Porque, si sobreponemos la base ABCDE 4 su 1gual
abede , estas dos bases coincidirdn ; pero los tres dngu- -
los planos que forman el dngulo solido B son iguales 4
los otros tres que forman el dngulo solido b, cada uno
al suyo , esto es , ABC =abc, ABG:abg » Y GBC=gbc;
ademas , estos dngulos estan semejantemente colocados:
luego los angulos solidos B y b son iguales , y por con~
siguiente el lado BG caerd sobre su igual bg. Vemos
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tambien que por ser iguales los paralelogramos ABGF,

abgf, el lado GF caerd sobre su igual gf , y del mismo

modo GH sobre gh: luego la base superior FGHIK coin-

cidird enteramente con su igual fghik , y los dos solidos

se confundirin en uno solo, pues tendrin los mismos
¢ p;, 1. Vértices *. Luego dos prismas son iguales &c.

) Escalio. Un prisma estd determinado del todo, quan~
do se conoce la base ABCDE, y la magnitud y posicion
de la arista BG. Porque si por el punto G tiramos GF.
igual y paralela 4 AB, GH igual y paralela 4 BC, y en

¢13. 5. el plano FGH paralelo 4 ABC ¥, trazamos el poligono
FGHIK igual 4 ABCDE, claro esti que quedardn de-
terminados todos los vértices del prisma. Luego dos pris=
mas construidos con los mismos datos no pueden ser des-
iguales, lo que confirma la proposicion que acabamos

de demostrar.

PROPOSICION IV.
\ TEOREMA.

En todo paralelepipedo los planos opuestos son igua—
les y paralelos.

Segun la definicion de este solido, las bases ABCD,
EFGH son paralelogramos iguales , y sus lados son pa-
ralelos. Nos queda, pues, que demostrar , que lo mis-
mo se verifica en las caras laterales opuestas, como
AEHD y BFGC. Pero AD es igual y paralela 4 BC,
por ser la figura ABCD un paralelogramo ; por. una ra-
zon semejante , AE es igual y paralela 4 BF : luego el
* 13- 5 dngulo DAE es igual al dngulo CBF ¥, y el plano DAE

paralelo 4 CBF : luego tambien el paralelégramo DAEH
es igual al paralelogramo CBGF. Del mismo modo se
demostrard que los paralelogramos opuestos ABFE,
DCGH son iguales y paralelos. :
Corolario. Una vez que el paralelepipedo es un s
lido formado poy seis- planos ,.de los quales los opues~

Fig. 206.
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tos son iguales y paralelos, siguese que una cara qual-
quiera y su opuesta pueden tomarse por las bases del
paralelepipedo.

Escolio. Dadas tres rectas. AB, AE, 'AD, que no
esten situadas en un mismo plano, y formando con
ellas angulos dados , podemos construir sobre dichas tres
rectas un paralelepipedo. Para esto debemos hacer pa-
sar por el extremo de cada recta un plano paralelo al
de los otros dos ; esto es, por el punto B un plano pa~
ralelo 4 DAE, por el punto D un plano paralelo 4
BAE , y el punto E otro paralelo 24 BAD. Las intersec~
ciones de estos planos formarian el paralelepipedo que
buscamos.

PROPOSICION V.
TEOREMA. |

En todo paralelepipedo los dngulos sélidos opuestos son
simétricos uno & otro, y las diagonales tiradas por los
wértices de . estos dngulos se cortan mituamente en dos
partes iguales. ' ’ A .

Comparemos , por exemplo , el dngulo sélido A con Fig: 306.
su opuesto G. El dngulo EAB, igual 4 EFB; lo es tam~
bien 4 HGC, el angulo DAE=DHE=CGF, y el in-
gulo DAB=DCB=HGF: luego los tres dngulos pla~
nos que forman el dngulo solido A son iguales 4 los tres
que forman el dngulo sélido G, cada uno al suyo; ade-
mas su disposicion es difererite en uno y en otro: lue~
go 1.° los dos angulos solidos A y G son simétricos uno
4 otro. * :

En segundo lugar , imaginemos dos diagonales qua- * 33-5-
lesquiera EC, AC tiradas por vértices opuestos. Una
vez que AE es igual y paralela 4 CG, la figura AEGC
es un paralelégramo : luego las diagonales EC, AG se
cortan mituamente en dos partes iguales. Del mismo
-modo demostraremos que la diagonal EC y otra DF se

\
\
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cortardn tambien en dos partes iguales: luego 2.° las
quatro diagonales se cortarin mituamente en dos par-
tes iguales en un mismo punto , que podemos considerar
como centro del paralelepipedo.

PROPOSICION VL
TEOREMA..

El plano BDHF , que pasa por dos aristas paralelas
opuestas BF , DH , divide al paralelepipedo BG en dos
prismas triangulares ABDHEF , y GHFBCD simétricos
uno d otro.

Desde luego estos dos solidos son prismas , porque
los tridngulos ABD , EFH , por tener sus lados iguales
y paralelos , son iguales , y al mismo tiempo las caras
laterales ABFE, ADHE, BDHF son paralelogramos:

* luego el solido ABDHEF es un prisma, y lo mismo su-

‘% Pr. 2,

#® Pr. 3.

cede con el solido GHFBCD. Digo ahora que estos dos
prismas son simétricos uno i otro. ;

Sobre la base ABD hagase el prisma ABDE'F'H/,
que sea simétrico al prisma ABDFH. Segun lo que
hemos demostrado *, el plano ABF'E/ es igual 4 ABFE,
y el plano ADH’E’ igual 4 ADHE ; pero si compara-
mos el prisma GHFBCD con el prisma ABDH’E’F/, la
base GHF es igual 4 ABD, el paralelogramo GHDC,
que es igual 4 ABFE, lo es tambien 4 ABF'E/, y el pa-
ralelogramo GFBC , que es igual 8 ADHE, es tambien
igual 4 ADH’E’ : luego los tres planos que forman el
angulo solido G en el prisma GHFBCD, son iguales 4
los tres planos que forman el dngulo solido A en el pris-
ma ABDH’E’F/, y ademas estan colocados semejante—
mente : luego estos dos prismas son iguales ¥ , y podrin
sobreponerse uno 4 otro. Pero uno de ellos ABDHE’F/
es simétrico al prisma ABDHEF : luego el otro
GHFBCD es tambien simétrico 4 ABDHEF.

Corolario. Una vez_que dos prismas simétricos son
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iguales en solidez %, siguese que un prisma triangular * Pr. 2.
qual,uiera ABDHEF es la mitad del paralelepipedo Cor.
construido sobre las tres aristas AB, AD, AE, que se
terminan en un mismo dngulo A ; y seria tambien la mi-
tad del paralelepipedo construido sobre otras tres aris
tas BA, BD, BF.

PROPOSICION VIL
TEOREMA.

Si dos paralelepipedos AG , AL tienen una base co-
mun ABCD, y sus bases superiores EFGH , IKLM e;s-
tan en un mismo plano y entre unas mismas paralelas
EK, HL , estos dos paralelepipedos serdn equivalentes
entre si.

Pueden suceder tres casos , dos de los quales estan
representados en las figuras 208 y 209, y el tercero
sucederia si FG se confundiese con IM ; pero la demos—~
tracion es la misma para todos , y digo desde luego que
el prisma triangular AEIDHM es igual 4 BFKCGL.

En efecto , una vez que AE es paralela 4 BF, y HE
4 GF, el 4ngulo AEI=GFB. De estos seis ingulos los
tres primeros forman el dngulo sélido E, los otros tres
forman el dngule solido F : luego, ya que los dngulos
planos son respectivamente iguales, y estan colocados
semejantemente , siguese que los dngulos solidos E y F
son iguales. Ahora, si sobreponemos.el prisma AEM
al prisma BFL , y tambien la base AEI 4 la base BFK,
estas dos bases coincidirian siendo iguales; y una vez
que el dngulo solido E es igual al dngulo solido F, el
lado EH caera sobre su igual FG. Basta esto para pro-
bar que los dos prismas coincidirdn en toda su extension;
porque la base AEI, y la arista EH determinan el pris-
ma AEM, como la base BFK, y la arista FG deter-
minan el prisma BFL *: luego estos prismas son iguales. ¢ pr, 3,

Pero si del solido AEL quitamos el prisma AEM,

22
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quedard el paralelepipedo AIL; y si del mismo sohdo
AEL restamos el prisma BFL quedari el paralelepi-
pedo AEG : luego los dos pardleleplpedos AIL, AEG
son equivalentes entre si.

PROPOSICION VIIL
TEOREMA.

Dos paralelepzpedos de una misma base y altura son

equivalentes entre st.

Sea ABCD la base comun de los dos paralelepipe-
dos AG, AL.

Puesto que tienen una misma altura, sus bases su~
periores EPGH, IKLM estardn en un mismo plano. Ade-
mas, los lados EF y AB son iguales y paralelos, y
sucede lo mismo con IK y AB: luego EF es igual y
paralela 4 LK.

Prolonguense los lados EF, HG, LK, IM hasta
que unos y otros formen por sus intersecciones prolon-
gadas el paralelogramo NOPQ.

Claro estd que este paralelogramo serd igual 4 cada
una de las bases EFGH , IKLM. Pero si imaginamos
un tercer paralelepipedo que , con la misma base infe-
rior ABCD , tenga por base superior NOPQ , este ter-
cer paralelepipedo serd equivalente al paralelepipedo
AG* , pues teniendo una misma base inferior, las ba-
ses superiores estan en un mismo plano , y comprehen-
didas entre las paralelas GQ, FN. Por la misma ra-
zon este tercer paralelepipedo serd equivalente al para-
lelepipedo AL : luego los dos paralelepipedos AG y AL,
que tienen una misma base y altura , son eqmvalentes
entre si.
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PROPOSICION IX.

TEOREMA.

Todo paralelepipedo puede transformarse en otro pa-
ralelepipedo rectdngulo equivalente de la misma altura que
él, y de una base equivalente.

Sea AG el paralelepipedo propuesto. Fi

Desde los puntos A, B, C, D tirense al plano de
la base las perpendiculares AI, BK, CL, DM, y que-
dard formado el paralelepipedo AL, equivalente al para- -
lelepipedo AG, y cuyas caras laterales AK, BL, &c.,
seran rectingulos. Luego si la base ABCD es un rec-
tangulo , AL serd el paralelepipedo rectingulo equiva-
lente al propuesto AG. Pero si ABCD no es un rectin- Fig. 211.
gulo, tirense AO y BN perpendiculares 4 CD, y OQ

NP perpendiculares 4 la base , y tendremos el sélido
ABNOIKPQ, que serd un paralelepipedo rectingulo.
En efecto, por construccion, la base ABON, y su
opuesta IKPQ son rectangulos; las caras laterales lo son
tambien , por ser las aristas AI, OQ , &c., perpendi-
culares al plano de la base: luego el solido AP es un
‘paralelepipedo rectingulo. Pero podemos juzgar que los
dos paralelepipedos AP, AL tienen la misma base
ABLI, y la misma altura AO : luego son equivalentes:
‘luego el paralelepipedo AG, que habiamos transforma-
«do primeramente en otro equivalente AL, se halla trans- g, aro.
formado de nuevo en un paralelepipedo rectingulo f“ L
-equivalente AP, que tiene la misma altura Al, y cu-
ya base ABNO es equivalente 4 la base ABCD.

g alo.

LI )
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"PROPOSICION X.

.,
L LEMA.

Fig.2c0.  Toda seccion NOPQR, hecha en un pri.rma por un
plano paralelo d la base ABCDE , es igual 4 dicha base.
~ Porque las paralelas AN, BO CP, &c., compre-
hendidas entre los planos paralclos ABC NOP, son
_iguales ¥ ; y asi todas las figuras ABON, "BCPO » &c.,
son paralelogramos Siguese de aqui que el lado ON es
igual 4 AB, OP 4 BC, QP 4 CD, &c.; ademas los,

* 13- ¢-.lados iguales son paralelos: luego * el angulo ABC=
NOP, el angulo BCD=O0FQ, &c. : luego los dos po-
ligonos, ABCDE , NOPQR tienen sus lados y angulos
respectivamente iguales : luego son iguales.

PROPOSICION XIL
TEOREMA.

. Dos paralelepipedos rectangulos AG, AL , que tienen
Fig. 31% .0 misma base ABCD, siguen la razon de sus alturas
AE, AL

Supongamos prlmeramente que las alturas AE, Al
estan entre si como dos nimeros enteros, v. gr. ¢o-
mo 15: 8.

Dividiremos AE en 14 partes iguales, 8 de los qua-
les contendra Al y por los puntos de division x, y, z, &c "
tirense planos paralelos 4 la base.

Estos planos dividirdn el solido AG en 15 paraléle-
pipedos. parciales , que seran todes iguales entre si, pues
tienen bases y alturas iguales : bases iguales, porque
toda seccion como MIKL , hecha en un prisma parale-

¢ Pr. 10. lamente 4 la base, es igual 4 esta base ¥ ; y alturas.
" iguales, porque sus alturas son las divisiones mismas
Ax , vy, yz, &c. Pero de estos 15 paralelepipedos igua=
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, les, 8 estan contenidos en AL : luego el solido AG es
¢ al solido AL como 15 es 4 8, 6, en general, como la
altura AE es 4 la altura AL A

En segundo lugar, si ta razon de AE 4 Al no puede
expresarse en nameros , dlgo que lo mismo se vernﬁca—-
ra sélid. AG : solid. AL : AE: AL

Porque supongamos que sea falsa esta proposicion, y
que sea en realidad sol. AG : sol. AL:: AE: AO.

Dividase AE en partes iguales menores todas que
O1 )y habri 4 lo ménos un punto de division m entre
O ¢ L Sea P el paralelepipedo que tiene por base ABCD
y por altura Am.

Puesto que las alturas AE y Am son entre si como
dos numeros enteros, tendremos sol. AG: P:: AE: Am,
~ Pero, por suposicion, sol. AG: sol. AL:: AE : AO;
de aqui resulta sol. AL: P:: AO: Am. Pero AQ es°
mayor que Am , y seria preciso, para que subsistiese
la proporcion , que el“solido P fuese menor que AL; lo
que no se verifica : luego es imposible que el quarto tér-
" mino de la proporcion sélid. AG: solid. AL:: AE: x, sea
una linea mayor que AL. Por un raciocinio semejante
-demostrariamos que el quarto térntino no puede ser me-
nor que Al: luego ha de ser por precision igual; y
por consiguiente sacamos por ultimo que los paralelepi~
pedos rectangulos de una misma base siguen la razon
de sus alturas.

PROPOSICION XIE
TEOREMA.

Dos paralelepipedos rectangulos AG, AK, que tienen Fig, arg,
la misma altura AE, estan entre si como sus bases
ABCD , AMNO.

Habiendo colocado los dos solidos uno al lado de otro,
como los representa la figura, prolonguese el plano

ONKL hasta que encuentre al plano DCGH en la di~
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reccion PQ ,y tendremos un tercer paralelepipedo AQ,
que podremos comparar con cada uno de los paralele-
pipedos AG, AK.

Los dos solidos AG, AQ , que tienen una misma
base AEHD , estan entre si como sus alturas AB, AO;
igualmente los dos solidos AQ , AK, que tienen Ja mis-
ma base AOLE , estan entre si como sus alturas AD,
AM. Asi tendremos las dos proporciones

sol. AG: sol. AQ:: AB: AO.
sol. AQ: sol. AK:: AD: AM.

Multiplicandolas erdenadamente , y omitiendo en
el resultado el factor comun sol. AQ , tendremos
‘ sol. AG: sol. AK:: ABxAD: AOx AM.

Pero ABxAD representa la base ABCD, y AOxAM
la base AMNO : luego dos paralelepipedos rectingulos
de una misma altura siguen la razon de sus bases.

PROPOSICION XIIL
TEOREMA.

Dos paralelepipedos rectdngulos qualesquiera estan en-
tre si como los productos de sus bases por sus alturas , 6
como los productos de sus tres dimensiones.

Porque habiendo colocado los dos solidos AG, AZ,
de modo qee sus caras tengan el dngulo comun BAE,
prolonguense los planos necesarios para formar el ter-
cer paralelepipedo AK de la misma altura que el para-
lelepipedo AG. Tendremos , segun la proposicion ante-
rior,

~ sol. AG: sol. AK:: ABCD: AMNO.

Pero los dos paralelepipedos AK, AZ, que tienen Ia
misma base AMNO, siguen la razon de sus alturas
AE, AX; asi tenemos

sol. AK : sol. AZ:: AE: AX.
Multiplicando ordenadamente estas dos proporciones, y
omitiendo en el producto el factor comun sol. AK,
tendremos
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sol. AG : sol. AZ:: ABCDx AE : AMNOx AX.
En lugar de las bases ABCD y AMNO podemos subs-

tituir ABx AD y AOx AM, lo que dari
sol. AG: sol. AZ: ABxAD xAE : AOx AMxAX,

Luego dos paralelepipedos rectangulos qualesquiera
siguen la razon , &c.

Escolio. Siguese de aqui que podemos tomar por me-.
dida de un paralelepipedo rectangulo el producto-de su
base por su altura, 6 el producto de sus tres dimensio-
nes. Valiéndonos de este principio valuaremos todos los
demas solidos.

Para entender en qué consiste esta'medida, debe-
mos acordarnos que por producto de dos 6 mas lineas
entendemos el producto de los numeros que las repre-~
sentan, y estos nimeros penden de la unidad lineal
que tomamos por lo comun arbitrariamente. Esto senta-
do, el producto de las tres dimensiones de un paralele-
pipedo es un numero que nada significa en si, y que
seria distinto si hubiesemos tomado otra unidad lineal.
Pero si multiplicamos tambien las tres dimensiones de
otro paralelepipedo , valuindolas por la misma unidad
lineal , los dos productos estardn entre si como los soli~
dos, y dardn la idea de su valor relativo.

La magnitud de un soélido, su volimen 6 su
extension constituyen lo que llamamos su solidez , y
empleamos particularmente esta voz- para denotar la
medida de un solido ; asi decimos que la solidez de un
paralelepipedo rec tangulo es igual al producto de su ba-
se por su altura, 0 al producto de sus tres dimen-
siones.

.Siendo ignales entre si las tres dimensiones del cu-
bo, si el lado es: 1, la solidez serd 1x1x1, O 1 ;si el
ladoies 2 , la solidez serd 2x2x2 , 6 8 ; si el -lado es 3
la solidez sera 3x3x3, 0 27, y asi sucesivamente ; asi
siendo los lados de los cubos como los numeros 1, 2,
3, &c., los mismos cubos O sus solideces estan como
los nameros 1, 8, 27, &c. De aqui viene, que en la
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aritmética se llama cubo de un numero al producto que
resulta de tres factores iguales 4 dicho nimero.

Si nos propusiesen construir un cubo duplo de otro
dado , seria menester que el lado del cubo que busca-
mos fuese al lado del cubo dado como la raiz cibica
de 2 es 4 la unidad. Se halla facilmente , por medio de
una construccion geométrica, la raiz quadrada de 2;
pero no podemos hallar asi su raiz cubica, al ménos
por las simples operaciones de la Geometria .elemental,
esto es, no empleando mas que lineas rectas, cuyos
puntos nos son conocidos , y circulos , cuyos centros y
radios esten determinados.

Por esta razon ha sido tan celebrado entre los anti~
tiguos geometras el problema de la duplicacion del cubo,
y el de la triseccion del dngulo, que es casi del mismo
orden. Pero conocemos, ya hace mucho tiempo, las
resoluciones que admite esta especie de problemas, las
quales , aunque no tan sencillas como las construcciones
de la Geometria elemental , son sin embargo igualmen-
te exdctas y rigorosas.

PROPOSICION XIV.
TEOREMA.

La solidez de un paralelepipedo, y en general , la
solidez de un prisma qualesquiera es tgual al producto de
su base por su altura.

Porque 1.° un paralelepipedo qualquxera es equiva-
lente 4 un paralelepipedo rectingulo de la misma altu-
ray de base equivalente *. Pero la solidez de este es

al 'a su base mulnphcada por su altura: luego tam-
blen la solidez del primero es igual al producto de su
base por su altura.

2.° Todo prisma triangular es la mitad de un para-
lelepipedo de la misma base , y dupla altura *. Pero la
solidez de este es igual 4 su- base multiplicada por su
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altura : luego la del prisma triangular es igual al pro-
ducta de su base , que es mitad de la del paralelepipe-
do, multiplicada por su altura.:

3.° Un prisma qualquiera puede dividirse en tantos
prismas triangulares de la misma altura, como triangu-
los podemos formar en el poligono que le sirve de ba-
se. Pero la solidez de cada prisma triangular es igual 4
su base multiplicada por, su altura, y de ser una misma
la altura para todos, se- sague que la suyma de todos los
prismas parcnales es igual 4 la de todos los tridngulos
que les sirven de base muluphcada por la altura comun,

Luego la solidez de un prisma poligono qualqulera es .

igual al producto de su base por su altura.

Coralario. Si comparamos dos prisinas que tignen una .

misma altura, los productos de sus bases por sus alturas
seguirdn la razon de sus bases: luego dos prismas de una
misma altura siguen la razon de sus bases; por una ra=
zon semiejante, dos prismas de una misma base estan en-
tre si como sus alturas (¥).

(*) Todo lo que se acaba de demostrar en las proposiciones 11,

12, 13, 14 de este'libro acerca de los paralelepipedos , queda °

demostrado ya en el libro Il acerca de los paralelégramos. Se
dixo alli: que un paraleldgramo es :gual al producto de su base
por s4 altura, y hemos demostrado aqui : que un paralelepipedo
es igual al producto de su base por su altura. Podria esto indu-
cirnos 4 error, si no considerasemos la diferencia que hay entre
ambas expresiones.- La base de un paralelogramo es una linea, que,
multiplicada por su altara, que tambien es una linea, da una saper-
ficie ; pero la base de un paralelepipedo es una superficie, que mul-
tiplicada por su altura, que siempre es una linea, da una solidez.
En general , téngase presente que para formar un sélido son preci-
sas tres lineas, y para formar una superficie solo se necesitan dos;
todo esto esti comprobado desde la aritmética en las formacxones
de los quadrados,y cubos de las cantidades. Nota de/ Traductor’

23
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PROPOSICION XV.
LEMA.

Si cortamos una pirdmide SABCDE por un plano abd
paralelo G la base,
1.° Los lados SA, SB, SC,..... y la altura SO es~
tardn divididas proporcionalmente ena, b, c,.... y0;
2.° La seccion abcde serd un poligono semejante
la base ABCDE.

Porque 1.° los planos ABD, abd son paralelos, y
sus intersecciones AB , ab, formadas por un tercer pla-
no SAB, serin tambien paralelas ¥ : luego los triingu-
los SAB, Sab son semejantes, y tenemos la proporcion
SA:Sa::SB:Sb; tendriamos tambien SB : Sb:: SC:
Sc, y asi sucesivamente. Luego todos los lados SA, SB,
SC, &c. estan cortados proporcionalmente en a, b, ¢, &c.
La altura SO esta cortada en la misma proporcion en el
punto o ; porque BO y bo son paralelas , ¥ tenemos SO:

So::SB: Sh.

2.°  Por ser ab paralela 4 AB, be 4 BC, cd4CD, &c.
el dngulo abc = ABC, el angulb bed = BCD y asi de
los demas. Ademas, siendo semejantes los tria’mgulos
SAB, Sab, tenemos AB : ab :: SB : Sb; y por ser seme-
jantes tambien los tridngulos SBC, Sbc, tenemos igual-
mente SB : Sb :: BC : bc: luego AB : ab :: BC: be; ten-
driamos tambien BC: bc :: CD : ¢d, y asi sucesivamen-
te. Luego los poligonos abcde , ABCDE tienen los dngu-
los respectivamente iguales » ¥ los lados homélogos pro-
porcionales, y por consiguiente son semejantes.

‘Corolario. Sean SABCDE, SXYZ dos pxmmndes cuyo
vértice es comun, y cuyas bases estdn en un mismo pla~
no, de modo que ambas tienen la misma altura; si las
cortainos con un plano paralelo al de las bases, sea abcde
la seccion hecha en la una pirimide, xyz la seccion he-
cha en la otra: digo que las secciones abcde, xyz, es—
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tardn entre st como las bases ABCDE, XYZ.

Porque los poligonos ABCDE vy abcde, por ser seme-
jantes, siguen la razon de los quadrados de los lados ho-
mologos AB, ab ; pero AB:ab:: SA: Sa; luego ABCDE:
abcde : : (SA)? : (Sa).? Por la misma razon, XYZ: xyz::
(SX)? : (Sx).2 Pero puesto que abcxyz es un solo plano,
tenemos tambien SA : Sa :: SX : Sx; luego ABCDE:
abcde : : XYZ : xyz : luego las secciones abcde, xyz siguen
la razon de las bases ABCDE , XYZ.

PROPOSICION XVL
LEMA.

Sea SABC una pirdmide triangular cuyo vértice es S Fig. 13-
y ABC la base; si dividimos los lados SA, SB , SC, AB, :
AC, BC en dos partes iguales en los pmtos D, E, F,
G, H, I, y por estos puntos tiramos las lineas DE, EF,
DF, EG, FH, ElI, GH: digo que podrémos conside-
rar la pirdmide SABG como compuesta de dos prismas
AGHFDE, EGICFH equivalentes entre si, y de dos pi-
rdmides iguales SDEF , EGBL.
Segun la construccion , ED es paralela 4 ABy GE
4 AS: luego la figura ADEG es un paralelégramo. La
figura ADFH lo es tambien por la misma razon: luego
las tres rectas AD, GE, HF son iguales y 'paralelas, y
el solido AGHFDE es un prisma.¥ * 14,5
Del mismo modo probarémos quelasdos ﬁguras EFCI,
CIGH son paralelogramos, y que por consiguiente las
tres reetas EF , CI, GH son iguales y paralelas: luego
tambien el solido EGICFH es un prisma. Ahora digo
que estos dos prismas triangulares son equlvalentes en—
tre si.
En efecto, si sobre las aristas GI, GE, GH forma-
mos el paralelepipedo GX, el prisma triangular GEICFH
serd la mitad de este paralelepido*. Por otro lado, el #p,, ¢
prisma AGHFDE es tambien igual 4 la mitad del para-~
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lelepipedo GX *, por tener una misma altura, y ser el
tridngulo AGH, base del prisma, la mitad del parale-
logramo GICH * base del paralelepipedo. Luego los
dos pnsmas EGICFH AGHFDE son equivalentes en—~
tre si
Qultando estos dos prismas de la pirimide SABC,
solo quedan las dos pirdmides SDEF, EGBI , digo pues
que estas dos plmmtdes son 1guales
En efecto, 4 causa de la igualdad de los lados, esto
es, por ser BE SE, BG=AG=DE, EG= AD._
SD, el triangulo BEG es ‘igual al tri;’mgulo ESD. Por
una razon semejante el tridngulo BEI es igual al tridn-
ulo SEF ; ademas la inclinacion mutua de los dos pla-
nos BEG y BEI es la misma que la de los otros dos ESD
y SEF, pues BEG y ESD solo forman un plano, lo
mismo que BEI con SEF. Luego'si para sobreponer
las dos pirdmides SDEF, EGBI, colocamos el triangu-
lo FBG sobre su igual SDE sera menester que el pla-
no BEI coincida con SEF; y ya que los triangulos EBI,
SEF son iguales y estan colocados semejantemente, el
punto I caerdi en F, y las dos piramides SDEF, EGBI

. coincidiran en una sola.

-

* Pr, 12,

Luego la pirimide entera SABC estd compuesta de
dos prismas triangulares AGF, GIE equivalentes entre
si, y de dos piramides iguales SDEF, EGBL

Corolario 1. Desde el vértice S baxese al plano ABC
la perpendicular SO, y sea P el punto en que esta per-
pendicular encuentra al plano DEF paralelo 4 ABC.
Puesto que SD =4SA, tendremos SP = $SO ¥, y el
triangulo DEF = $ABC: luego la solidez del prisma
AGHFDE = ;ABC x 380, y la de los dos prismas reu-
nidos AGHFDE , EGICFH = ;ABC x SO. Estos dos
prismas son menores que la pirimide SABC, que los con-
tiene: luego la solidez de uma pirémide triangular es
mayor que la quarta parte del producto de su base por

s altura.

.. Corolario II. Si tiramos las rectas DG, DH, tendre-
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mos una nueva pirdmide, que sera }gual 4 la pirimide
SDEF; porque podemos sobreponer la base DEF 4 su
igual AGH , y entonces los dngulos SDE , SDF serin
iguales 4 los angulos DAG, DAH, y se echa de ver quﬁ e
DS caer4 sobre AD¥, y el vértice S sobre el vértice D. #2g, g.
Perola pirdmide ADGH es menor que el prisma AGHDEF  Escol.
que la contiene : luego cada una de las pirimides SDEF,
EGBI es menor que el prisma AGHDEF: luego la pi-
ramide SABC, que esti compuesta de dos piramides y
de dos prismas, es menor que quatro de estos prismas.
Pero la solidez de uno de ellos=3ABC x SO, y su qua-
druplo = 2ABC x SO : luego la solidez de qualquiera pi~
rdmide triangular es menor que la mitad del producto de
su base por su altura,

PROPOSICION XVIL
TEOREMA.

La solidez de un pirdmide triangular es igual d la ter- Fig. 124
cera parte del producto de su base por su altura.

Sea SABC una piramide triangular qualquiera, ABC
su base, SO su altura: digo que la solidez de esta pird-
mide sera igual 4 la tercera parte del producto de la su-
perficie ABC por la altura SO, de modo que tendremos
SABC = ABCx SO, 6 SO x = ;ABC.

Porque si se niega esta proposicion , es forzoso que
la solidez SABC sea igual al preducto de SO por una
cantidad mayor 6 menor que $ABC.

Sea 1.° esta cantidad mayor, de suerte que tenga-
mos SABC= SO. (ABC-+~M). Haciendo la misma cons-
truccion que en la proposicion anterior, la piramide SABC
quedard dividida en dos prismas equivalentes entre si
AGHFDE, EGICFH, y en dos piramides iguales SDEF,
EGBL. Pero la solidez del prisma AGHFDE es DFE x
PO, y la de los dos prismas es por consiguiente DFE x
3PQ, 6 DFE x SO. Quitando los dos prismas de la pi-
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ramide entera, el resto sera igual al duplo de la pirdmide
SDEF, de modo que tendremos 2SDEF = SO x (3ABC
-+ M — DFE). Pero, por ser SA duplo de SD, la su-
# Pr, 15.perficie ABC es quadrupla de DFF¥, y asi {ABC — DFE
=4£DFE — DEF = 3DFE: luego
2SDEF = SO x (§ DEF —+ M).
Y asi, sacando de ambas partes la mitad , tendremos
SDEF =SP x (3DEF + M).

. Donde vemos que para sacar la solidez de la piridmide
SDEF , debemos afadir 4 la tercera parte de su base la
misma superficie M que habiamos anadido 4 la tercera
parte de la base de la pirimide grande, y multiplicar la
suma por la altura SP de la pirimide pequefia.

Si dividimos SD en dos partes iguales en el punto K,
y poreste punto hacemos pasar el plano KLM paralelo
a DEF, que encuentra en Q 4 la perpendicular SP, la
misma demostracion prueba que la solidez de la pirdmi-
de SKLM serd igual 4 SQ x (3KLM ~ M).

Continuando asi en formar una serie de pirdmides,
cuyos lados vayan decreciendo en razon dupla; y las ba-
ses en razon quadrupla, daremos en breve con una piri-
mide Sabc, cuya base abc sea menor que 6M. Sea So la
altura de esta ultima pirimide; y su solidez , deducida
de las de las pirimides anteriores , serd So x (fabc—+M).
Pero tenemos M > 2Sabc , y por consiguiente $abc +M>
%abc : luego seria menester que la solidez de la pirdmide
Sabc fuese mayor que Sox fabc; resultado absurdo, pues
hemos probado en el corolario II de la proposicion ante-
rior que la solidez de una pirdmide triangular es siem-
pre menor que la mitad del producto de su base por su
altura : luego 1.° es imposible que la solidez de la piri~
mide SABC sea mayor que SO x ABC.

Sea 2.° SABC = SO x ((ABC—M ), y probaremas

. como en el caso primero que la solidez de la pirdmide
SDEF, cuyas dimensiones son dos veces menores, es
igual 4 SP x (3DEF — M), y continuando la serie de
piramides cuyos lados decrecen en razon dupla hasta un
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término qualquiera Sabc, tendremos tambien la solidez
de la dltima piramide Sabc = Sox (3abc — M ). Pero co-
mo las bases ABC, DEF, LKM..... abc forman una se-
rie decreciente en que cada término es la quarta parte
de su anterxor, llegarémoa en breve 4 un término abe
igual 12M, 6 que estard entre 12M y 13M; en tal caso
siendo M 1gual 6 mayor que {abc, la cantidad fabc—
M serd igual 6 menor que 3 -abc de suerte que la solidez
de la piramide Sabc serd = Sox {abc s 0 <So0 x Zabc. Re-
sulta tambien absurdo, pues segun el corolario I de la
propoaicion antecedente, la solidez de una pirdmide trian-
gular siempre es mayor que la quarta parte del pro-
ducto de su base por su altura: luego 2.° la solidez de
la pirdmide SABC no puede ser menor que SO x ZABC.

Luego finalmente la solidez de la pirimide SABC=
SOx2ABC, 6=3ABC x SO, segun la cabeza de la pro-
posicion.

Corolario I. Toda pirdmide triangular es la tercera
parte del prisma triangular de la misma base y altura que
ella; porque ABCx SO es la solidez del prisma cuya ba-
se es ABC y SO la altura.

Corolario II. Dos piramides triangulares de una mis-
ma altura siguen la razon de sus bases, y dos pirami-
des triangulares de una misma base siguen la razon de
sus alturas.

PROPOSICION XVIIL
TEOREMA.

Toda pirédmide SABCDE tiene por medida la tercera Fig. 214.
parte del producto de su base por su altura.

Porque haciendo pasar los planos SEB, SEC por
las diagonales EB, EC, quedara dividida la pirdmide
SABCDE en muchas pirimides triangulares , que ten-
dran todas la misma altura SO. Pero por el teorema an-
terior cada una de estas pirdamides se mide multiplican-
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do cada una de estas bascs ABE, BCE, CDE por el ter-
cio de la altura SO: luego la suma de las piramides trian-
gulares, 6 la pirdmide poligona SABCDE , tendrd por
medida la suma de los triingulos ABE, BCE, CDE, o
el poligono ABCDE, multiplicado por 350 : luego la
medida de toda la pirdmide es la tercera parte del pro-
ducto de su base por su altura.

Corolario 1. Toda pirdmide es la tercera parte del
prisma de la misma base y altura que ella.

Corolario IL. Dos pirdmides de una misma altura si=
guen la razon de sus bases, y dos pirdmides de una mis-
ma base estan entre si como sus alturas.

Ejscolio. Podemos valuar la solidez de qualquiera
poliedro descomponiéndolo en pirdmides, y esta des-.
composicion puede ser de muchos modos: uno de los
mas sencillos es hacer pasar los planos de division por
el vértice de un mismo dngulo solido ; en este caso
tendremos tantas pirdmides parciales como caras tiene
el poliedro, excepto las que forman el dngulo solido
de donde salen los planos de division.

PROPOSICION XIX.
TEOREMA.

Si cortamos una piramide con un plano paralelo 4 su
base , el tronco que queda , quitando la pirdmide peque-
fia , es igual 4 la suma de las tres pirdmides que ten—
drian por altura comun la del tronco ; y cuyas bases se-
rian la base inferior del tronco , su base superior , y una
media proporcional entre estas dos bases.

Sea SABCDE una pirimide cortada por el plano
abd paralelo 4 la base ; sea TFGH una piramide trian-
gular, cuya base y altura sean iguales 6 equivalentes
4 las de la piramide SABCDE.

Podemos suponer las dos bases situadas en un mis-
mo plano, y entonces el plano abd prolongado , de-
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terminard en la pirimide triangular una seccion fgh,
situada 4 la misma altura sobre el plano comun de las
bases.; de ‘donde resulta que la seccion fgh es 4 la sec-
cion abd como la base FGH es 4 la base ABD *; y ya
que las bases son equivalentes, las secciones lo serin
tambien. Por consiguiente , las pirdmides Sabcde y
Tfgh son equivalentes , pues tienen una misma altura
y las bases equivalentes. Las piramides enteras SABCDE,
TFGH son equivalentes por la misma razon : lyego los
troncos ABDdab, FGHAfg son equivalentes, y por
consiguiente bastard demostrar la proposicion solamente
en el caso del tronco de pirimide triangular.

Sea FGHAfg un tronco de piramide, triangular de
bases paralelas. Por los tres puntos F, g, H llévese el

* Pr. 1.

plano FgH : que rebaxard del tronco la pirimide trian-

gular gFGH. Esta pirdmide tiene por base la base in-
ferior FGH del tronco; tiene tambien por altura la
altura del tronco ; pues el vértice g esta en el plano de
la base superior fgh.

Despues de haber rebazado esta pirdmide , ‘queda
la pirdmide quadrangular gfAHF , cuyo vértice es
£, y la base fAHF. Por los tres puntos f, g, H hdga-
se pasar el plano fgH , que dividira la pirimide qua-
drangular en dos triangulares g FfH , gfiH. Esta dlti-
ma tiene por base la base superior gfh del tronco , pues
su vértice H pertenece 4.]1a base inferior : asi tenemos
ya dos de las tres piramides que deben .componer el
tronco. : . )

Nos resta que considerar la tercera gF fH. Si tira-
mos gK paralela 4 fF, ¢ imaginamos una nueva piri~
mide fFHK , cuyo vértice.es K, y la.base FfH, estas
dos pirdmides tendrin la misma base. FfH; tambien
tendrdn la misma altura, pues los vértices g, K estan si-
tuados en una linea gK paralela 4 Ff, y por consi-
guiente paralela al plano de la base : luego estas pird-

mides son equivalentes ; pero la pirimide f FKH puede' -

considerarse . como que tiene su vértice en f, y.asi; ten~.
24
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dr4 la misma altura que el tronco. En quanto 4 su ba--
se FKH , digo que es media proporcional entre las ba-
ses FGH ,. fgh. En efecto, los triangulos FHK , fgh
tienen los 4ngulos en F y f iguales, y un lado igual
FK =g : luego * FHK: fgh : : FH : fh. Tenemos tam~
bien FGH: FHK:: FG : FK 6 fg. Pero los triingulos
semejantes FGH y fgh dan FG: fg:: FH : fh; luego
FGH: FHK :: FHK: fgh; y asi la base FHK es me-
dia proporcional entre las dos bases FGH , fgh. Luego
un tronco de piramide triangular de bases paralelas
equivale 4 tres pirdmides , cuya altura comun es la del
tronco , y cuyas bases son la base inferior del tronco, su
base superior, y una media proporcional entre estas
dos bases. :

PROPOSICION XX.

TEOREMA.

Fig. 216,  Si cortamos um_prisma triangular , cuya base -es

ABC, con un plano DEF inclinado d esta base , el soli-
do ABCDEF que resuita de esta seccion , serd igual d la
suma de las tres pirdmides , cuyos vértices son D', E, F,
y la base comun ABC.

Por los tres puntos F, A, C higase pasar el plano
FAC, que rebaxard del prisma truncado ABCDEF Ia
pirdmide triangular FABC , que tiene ABC por base y
por vértice el punto F.

Despues de haber quitado. esta pirdmide , quedard
la pirdimide quadrangular FACDE, cuyo vértice es F
y ACDE la base. ‘Por los tres puntos F, E, C hagase
pasar tambien un plano FEC, que dividira 4 la piri~
mide quadrangular en dos piramides triangulares FACE,
FCDE. 2 :

La pirimide FAEC, que tiene por base el triingu-
lo AEC, y por:vértice el punto F, es equivalente 4
otra piramide EABC, que tuviese por base AEC, y
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por vértice el punto B. Porque estas dos pirimides tie-
nen una misma base ; tambien tienen la misma altura,
porque siendo BF paralela 4 cada una de las lineas AE,
CD lo es igualmente & su plano ACE: luego la piri-
mide FAEC es equivalente 4 la pn'amide EABC, que
podemos considerarla como que tiene por base ABC y
por vértice el punto E.

La tercera piramide FCDE puede transformarse
primeramente en AFCD ; porque teniendo estas dos pi-
ramides la misma base FCD, tienen tambien una mis-
ma altura, pues AE es paralela al plano FCD: luego
la pirdmide FCDE es equivalente 4 AFCD. Despues la
piramide AFCD puede transformarse en ABCD, por-
que estas dos pirdmides tienen comun la base ACD; tie=
nen tambien la misma altura, por estar sus vértices F
y B en una paralela al plano de la base. Luego la pi-
ramide FCDE , equivalente 4 AFCD, lo es tambien 4
ABCD ; y esta la podemos considerar como que tiene
por base ABC, y por vértice el punto D.

Luego finalmente el prisma truncado ABCDEF es
igual 4 la suma de las tres pirdmides que tienen por
base comun ABC, y cuyos vértices son respectivamente
los puntos D, E, F.

Corolario. ’Si las aristas AE, BF, CD son perpendi-
culares al plano de la base , serin al mismo tiempo. las
alturas de las tres plramides que componen el prisma
truncado ; de modo que la solidez de este prisma trun-
cado serd —ABC x AE +£ABC x BF +$ABC xCD, can~
tidad que se reduce IABC (AE+BF +CD)
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PROPOSICION XXL
TEOREMA.

Dos pzramzde: trzangulare: seme]antes tienien las ca-
ras. homdlogas semejantes , y los dngulos sélidos homdlo-
gos iguales.

Segun la definicion , las dos piramides triangulares
SABC , TDEF son semejantes si los dos triingulos SAB,
ABC son semejantes 4 los otros dos TDE, DEF, y es-
tan semejantemente colocados , esto es, si tenemos el
angulo ABS=DET , BAS=EDT, ABC=DEF, BAC
=EDF, y si ademas la inclinacion de los planos TDE,
DEF es igual 4 la de SAB, ABC: esto supuesto, dlgo
que todas estas piramides tienen todas sus caras respec-
tivamente semejantes , y los” dngulos solidos homélogos
iguales.

Témese BG=ED , BH=EF, BI=ET, y tirense
GH, GI, IH.

La pirdimide TDEF es igual 4 la pirimide IGBH;
porque habiendo tomado los lados GB y BH iguales 4 DE
y EF, y siendo por suposicion iguales los dngulos GBH
y DEF, el tridngulo HGB es igual 4 FDE. Luego pa-
ra verificar la superposicion de las dos pirdamides, pode-
mos primero sobreponer la base DEF 4 su igual GBH.
Despues , ya que la inclinacion de los planos DTE y
DEF es 1a misma que’ la de SAB y ABC, claro est4
que la inclinacion del plano DET sobre BAS serd in-
definida, Pero, por hipotesis , el angulo DET = GBI:
luego ET caers sobre su igual BI, y puesto que los qua-
tro puntos D, E, F, T coinciden con los otros quatro
G, B, H, I 5 siguese* que la pirimide TDEF coinci-

Por ser iguales los triingulos DEF y GBH, tene-
mos el dngulo BGH=EDF=BAC: luego GH es para-
lela 4 AS, y el plano IGH es paralelo 4 SAC *. Dedu-
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cese de aqui que el triangulo IGH , 6 su igual TDF , es
semejante 4 SAC ¥, y que el trungulo IBH, 6 su? 1gua.l
TEF, es semejante 4 ‘SBC: luego las dos piramides
triangulares semejantes SABC , TDEF tienen las qua-
tro caras respectivamente semejantes, y ademas tienen
los 4ngulos solidos homologos iguales.

Porque ya hemos sobrepuesto el angulo solido E 4
su homologo B, y podriamos hacer lo mismo con otros
dos angulos solidos - homologos qualesquiera ; pero ve-
mos inmediatamente.qae dos dngulos solidos homologos
son iguales , v. gr. los 4angulos T y S, porque estan for-
mados por tres angulos planos 1gua1es cada uno al suyo,
y semejantemente dispuestos. :

Luego dos piramides trlangulares semejantes tiénen
las caras homoélogas semejantes , é 1gualcs los. angulos
solidos homologos.

Corolario I. Los truingulos semejantes en las dos
pirémides nos dan las proporcnones AB: DE:: BC:
EF:: AC: DF:: AS: DT:: SB: TE:: SC: TF;
luego en las pzrdmzde: trmngularcs seme]antes lo: lados
homdlogos son proporcionales. ' :

II. Y siendo iguales los dngulos sohdos homologoc,
siguese que la inclinacion de dos caras qualesquiera de
una pirémide -es igual d la inclinacion de las dos caras
homologas de la pirdmide semejante. -

III.  Si cortamos la piramide SABC con un plano
GHI paralelo 4 una de las caras SAC , la pirimide par-
cial BGIH sera semejante 4 la pirémide total BASC;
porque los triangulos BGI , BGH son respectivamente
semejantes 4 los tridngulos BAS , BAC, y estan coloca~
dos semejantemente ; la inclimacion de sus planos es la
misma por ambas partes : luego las dos plmmtdes son
semejantes.

IV. En general , si cortamos una pzramzde qualquie~
ra SABCDE con un plano abcde paralelo d la base, la
pirdmide parcial Sabede serd semejante d la pirdmide en~

tera SABCDE. Porque las bases ABCDE, abcde. son

* pr. x3.

Fig. 214
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semejantes , y si tiramos AC y ac acabamos de probar
que la piramide triangular SABC es semejante 4 la pi-
riamide Sgbc: luego el punto S estd determinado respec-
eDef. 3. 1© 4 la base ABC, como’ el punto. S lo esta respecto &
""" la base abc *: luego las dos pirimidesr SABCDE,
Sabede son semejantes.
. Escolio. En vez de los cinco datos que son necesa-
rios segun la definicion para que dos piramides triangu-
lares sean semejantes , podriamos . substituir otros cinco
segun diversas combinaciones , y resultarian otros tan-
. tantos teoremas , entre los quales podemos distinguir es-
Fig. 203 te : dos pirdmides triangulares son semejantes quando tie=
nen sus lados homélogos proporcionales.
_ Porque si tenemos las- proporciones AB : DE:: BC:
EF:: AC: DF:: AS: DT:: SB: TE:: SC: TF,
que encierra cinco condiciones, los tridngulos ABS y
ABC seran semejantes 4 los triingulos DET y DEF, y
estarin semejantemenre dispuestos. Tendremos tambien
el tridngulo SBC semejante 4 TEF : luego los tres:dn-
gulos planos que forman el dngulo solido B seran igua-
les respectivamente 4 los que forman el dngulo solido E:
de donde se deduce que la inclinacion de los planos
SAB, ABC es igual 4 la de sus bomélogos TDE, DEF,
y que por consiguiente las dos pirimides son seme-
Jjantes. '

' PROPOSICION XXIL
| TEOREMA.

Fig 219, . ~Dos poliedros semejantes tienen las caras homdlogas .
semejantes , é iguales los dngulos sélidos homdlogos.

Sea ABCDE la base de un poliedro ; sean M y N

" los vértices de dos dngulos sélidos , fuera de dicha base,

determinados por las pirimides triangulares MABC,

NABC, cuya base comun es ABC. Sea en el otro polie~

dro , abcde la base homéloga 6 semejante 4 ABCDE,
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m y n los vértices homologos 4 M y N, determinado
por las piramides mabc ; nabc senlejantes - las pirami=
des MABC, NABC: d‘go desde luego que las distan~
cias MN,-mn son proporcionales 4 los lados hmnoiogos
AB, ab.

En efecto , siendo semeJantes las piramides MABC,
mabc , la mchnacmn de los planos MAC ,-BAC es: lgual
ala de los planos mac , bac’; lgualmente 15 POr ser se-
mejantes las piramides NABC , nigbc -, 1a inclination de
los planos NAC, BAC es 1gual a:-la-de los planos nac)
bac: luego restando las primeras inclinacienes de las
ultimas , quedara la inclinacion de los planos NAC,
MAC igual 4 la de nac , mac. Pero por ser. semejairtes
estas mismas pirdmides el tridgngulo MAC. es seriiefatite
& mac , y el tridgngulo NAC lo-es 4 nac - luegd“H3'dos
pu‘amldes triangulares MNAC, mrnac tienen ‘dd8 caras
respectivamente semejantes , semejantemente ~ddspuestas
é 1gualmente inclinadas entre si: luego estas ‘piramides
son semejantes ¥ , y sus lados homologos dan'la- propon
cion MN : mn : AM am. Por otra Parte AN YUm
AB':'abs luego MN ‘mni:z-AB:oab. 1 ="-“~"-fi

Sean P y p otros dos vértices hornologos de los mis-
mos poliedros, y tendremos tambien PN rpni: : ab,
PM : pm:: AB: ab. Luego MN :mn:: PN P" PM
pm. Luego ¢l tridngulo PNM ', ‘que- e “tres’ bertwes"qufz-
lesquiera de wm pohedro, es- seme]anfe ab tyldnguld pnm;
que une los tres wértices homélogos del otro: poliedys, - *

Seantodavia Q y g-dos vérticeshomologos .y el tridn:
gulo PNQ serd semejante & pnq. Digo ademas que’ la in<
clinacion deé'tos planos PQN, PMN es 1gual g l&'de 164
pl.mos pqn , pmn. Wl 00T ¢

Porque - st tiratrios QM iy gy téndréhwhl ﬁhmp"e el
mﬁngulo QNM semejante 4 qumr, §por- codéigulente el
dngulo QNM igual 4 gnm. Concibase en N-un 4ngulo
solido formado por. los ties angules plands QNM, QNP,
PNM, yenn otro° ﬂngulm 'sotido ferinady por ‘os ‘tres

angulos ‘planos gqnm § gnp g@nm, slendo"éstos ingtilos’

® Pr.ax.
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iguales , snguese .que los dngulos solidos lo son tambien,
Luego la inclinacion de los dos planos PNQ, PNM es
igual 4 la de sus homologos png, pnm ; luego si los dos
tridngulos PNQ PNM estuviesen en un mismo plano,
en cuyo caso seria el dangulo QNM = QNP+ PNM: ten-
driamos tambien .el dngulo gnm = gnp <+ pnm y los des
tridngulos gnp, pnm estarian tambien en un mismo plano.

Todo lo que acabamos-de demostrar se verifica, sean
los que fuerea los dngylos M; N, P, Q,cornparados
can sus homolog)s m, 1, P,q.

Supongamos ahora que la superﬁue de uno de los po-
liedros esté dividida en triangulos ABC, ACD, MNP,
NQP, &c., y vemos que la superficie del otro tendré
igual pamero de mangulos -abc , -acd, mnp, npq, &e.
Semejantes y sempejante dispuestos ; y si muchos tridogu~
los ,.como MNP, NPQ, &c., pertenecen 4 una misma
cara,-y-estan en.un mismo plano , tambien sus homo-
Jogos mpn, npq estardn en un mismo plano. Luego toda

, . cara poligona en un poliedro corresponderd aotra cara

poligona semejante en el otro polledto luego los dos po-
liedros estardn compuestos de un mismo nimere-de pla-
nos semejantes y semejantemente dispuestos. Digo tam=~
bien que los dngulos solidos homologos serén'iguales.
... Porque si ¢l dngulo solido N, w. gr., estd formado
por.-los. angylos, plaw& QNP PNM MNR, QNR, el
angulosol;do 1 qgtard formada por les angulos pfangs qnps
pnm , mng, gnr.- Bero estos dngulos.planos son respecti-
vamente iguales unos 4 otros, y la inclinacion de dos pla-
Dos ,adyacentes es la misma que la de sus homélogos:
],gggp los ‘das. ‘mgpjoy solidos pueden. sobreponerse 5.y por
lo mismo son iguales.

B )Jq:ego finglmente dos;pqhgdl’ps ﬁemeﬁntes tnenen las
caras homologas semejantes ¥ lps dngulos solidos homé-
logos iguales. (. -, . ,

Corolario. Dcducese, de la demmtracwn anterior, que
si fprma upa. pitdmide triangplar gon quatro-vértices:
dg_gn, mgggo‘, Ny formamos{otra tambien_con guatro
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vértices homoélogos de otro poliedro semejante, serdn se-
mejantes estas dos pirdmides ; porque tendran los lados
homologos proporcnonales. : : *Pr.ar.

Vemos al mismo tiempo que dos diagonales homélo-~ Escol.
gas¥, v. gr., AN, an, siguen la razon de dos lados ho- * 1y. 2.
mologos AB, ab.

"PROPOSICION XXIIL
'TEdREMA.

Dos poliedros semejantes pueden dividirse en un mis=
mo nimero de pirdmides triangulares respectivamente se-
mejantes., y semejantemente colocadas.

Porque ya hemos visto que las superficies de dos po=
liedros pueden dividirse en un mismo numero de trian-
gulos semejantes .cada uno al suyo : y dispuesto semejan=
temente. Considérense todos los triangulos de un polie-
dro), excepto_los que forman el dngulo solido A, como
las bases de otras tantas piramides triangulares que tie-
nen su vértice en A; estas pirdmides juntas compondran
el poliedro. Dividase igualmente el otro poliedro en pi-
rdmides que tengan por vértice comun el punto a, homd-
logo 4 A; claro estd que la pirimide que une quatro
_vértices de un poliedro serd semejante 4 la que une qua-
tro vértices homélogos del otro poliedro. Luego dos po~
hedros semejantes , &c,

PROPOSICION XXIV.
TEOREMA.

Dos pirdmides semejantes estén entre s como los cu-
bos de sus lados homélogos.

Porque siendo semejantes estas dos pu'amldes la Fig. a14,
menor podrid colocarse en la mayor , de modo que ten-
gan comun el dngulo solido S, Entonces las bases ABCDE,

25
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Fig. a19.

¢ Pr, 23.

104 GEOMETR fA.
abcde serdn paralelas; porque, siendo semejantes las ca~
ras homologas¥, el dngulo S ab es igual 4 SAB, lo mis-
mo que Sbc 4 SBC: luego el plano abc es paralelo al
plano ABC.¥

Esto sentado, sea SO la perpendicular baxada desde
el vértice S al plano ABC, y sea o el punto en que esta
perpendicular encuentra al plano abc ; tendrémos, segun
lo que hemos demostrado en otra parte¥, SO :-So :: SA:
Sa:: AB: ab,y por consiguiente , 35O : 3So :: AB: ab.
Pero siendo las bases ABCDE, abcde figuras semejantes,
tenemos ABCDE : abcde :: AB? : ab.? Multiplicando or-
denadamente estas dos proporciones, resultard

ABCDE x £SO : abede S0 :: (AB)® : (ab).?

Pero ABCDE x1SOesla solidez de la pirimide SABCDE*
y abede x £So es la piramide Sabcde: luego dos pirdmi-
des semejantes siguen la razon de los cubos de sus la-
dos homologos.

PROPOSICION XXV,
TEOREMA.

Dos poliedros semejantes estan entre si como los cubos

de los lados homdlogos.
~ Porque dos poliedros semejantes pueden dividirse en
un mismo nimero de pirdmides triangulares respectiva~
mente semejantes*. Pero las dos piramides semejantes
APNM , apnm estan entre si como los cubos de los lados
homologos AM, am, 6 como los cubos de los lados homo-
logos AB, ab. La misma razon se verificaria entre otras
dos pirdmides homologas qualesquiera: luego la suma de

. todas las piramides que componen un poliedro, 6 el mis-
-mo poliedro, es al otro poliedro como el cubo de un lado

qualquiera del primero es al cubo del lado homélogo
del segundo.



LIBRO VI 19§
Escolio general.

Se puede presentar en términos algebrdicos, esto es,
del modo mas sucinto, la recapitulacion de las princi~
pales proposiciones de este libro relativas 4 las solideces
de los poliedros.

Sea B la base de un prisma, H su altura; la solidez
del prisma sera Bx H, 6 BH.

Sea B la base de una piramide , H su altura; la so-
lidez de la pirdmide seri Bx3H, 6 H x 1B, 6 $BH.

Sea H la altura de un tronco de pirimide de bases
" paralelas y sean estas Ay B; V/AB ser4 la media pro-
porcional entre ellas , y la sohdez del tronco serd IH x
(A + B—+1\/AB).

Sea B la base de un tronco de pmsma tnangular H,H,
H” las alturas de sus tres vértices superiores; la sohdez
del prisma truncado serd B (H <+ H’ + H”.)

Sean igualmente P y p las solideces de dos poliedros
semejantes, A y a dos lados homologos de estos pohedros,
tendremos P :p:: A® : 4%
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LA ESFERA.

DEFINICIONES.

I La esfera es un solido terminado por una su-
perficie curva, cuyos puntos equidistan todos de otro in-
tecior llamado centro. . :

Podemos imaginar que la esfera estd producida pot
la revolucion del semicirculo DAE al rededor del didme-
tro DE ; porque la superficie descrita en este movimien~
to por la curba DAE tendr4 todos sus puntos equidistan-
tes del centro C.

II. El rddio de la esfera es una linea recta tirada
desde el centro 4 un punto de la superficie ; el didgmetro
O exe es una recta que pasa por el centro y se termina
por ambas partes en la superficie.

Todos los rddios de la esfera son iguales ; todos los
didmetros son iguales y duplos de los radios.

#pr. 1. III. Se demostrari * que toda seccion hechaen Ia es-
fera por un plano es un circulo; esto sentado, se llama
circulo mdximo la seccion que pasa por el centro » Y Circu
lo menor la que no pasa por el centro,

IV.  Un plano es tangente 4 la esfera, quando solo tie~
ne un punto comun con su superficie.

Fig. 230,

e
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V. El polo de un circulo de la esfera es un punto de

la superficie equidistante de todos los puntos de la cir=

cunferencia de este circulo. Ya haremos ver ¥ mas ade- # p;, ¢,

lante que todo circulo mdiximo 6 menor tiene snempre
dos polos. -

VI. Tridngulo esférico es una parte de Ia superﬁae'

de la esfera terminada por tres arcos de circulos ma-
ximos.

Estos arcos, que se llaman los lados del tridngulo , los
suponemos siempre menores que la semicircunferencia.
Los angulos que forman sus planos son los dngulos del
tridngulo. :

VII. Un tridangulo esférico se dice rectdngulo , isds=
celes, equildtero en. los mismos casos que un tridngulo
rectilineo. -

VIIL.  Poligono esférico es una parte de la superficie
de la esfera terminada por muchos arcos de circulos ma-
ximos.

IX. Huso esférico es la parte de la superficie de la es-
fera comprehendida entre dos semicirculos maximos que
se terminan en un didmetro comun.

X. - Llamaré esquina. ..... esférica la parte del sélido

.de_la esfera comprehendida entre los mismos semicircu-
los maximos, y 4 la qual sirve de base el huso esférico.
. XI. Pirdmide esférica es la parte del sélido de 1a es-
fera comprehendida por los planos de un dngulo sélido,
cuyo vértice estd en el centro. La base de la pirdmide es
gl poligono esférico interceptado por los mismos planos,

XIL.- Se llama zona la parte de la superficie de la es~
fera comprehendida entre dos planos paralelos, que son
sus bases. Uno de estos planos puede ser tangente 4 la es-
fera, y entonces la zona no tiene mas que una base.

. XIIL . Segmento esférico es la porcion del s6lido de Ia
esfera comprehendida entre dos planos paralelos que son
sus bases. Uno de estos planos puede ser tangente 4 la

esfera, en cuyo caso el segmento esférico no tiene mas

que una base.

o
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Fig. az0.

Fig. 131,

*3 3

XIV. El exe 6 altura de una zona y de un segmen-
mento es la distancia de los dos planos paralelos que son
las bases de la zona 6 del segmento.

XV. Miéntras el semicirculo DAE, girando al rede-
dor del didmetro DE, describe la esfera, todo sector cir-
cular, como DCF ¢ FCH describe un solido que lla~
mamos sector esférico.

PROPOSICION PRIMERA.
TEOREMA.

Toda seccion de la esfera, hecha por un plano, es
un circulo.

Sea AMB la seccion hecha por un plano en la esfe-
ra cuyo centro es A.

Desde el punto C tirese al plano AMB la perpendl-
cular CO, vy diferentes lineas CM, CM 4 diversos pun-
tos de la curba AMB, que termina la. seccion.

Las obliquas CM, CM, CB son iguales, por ser ra~
dios de la esfera, y por consiguiente equidistan de la
perpendicular CO¥: luego todas las lineas OM, OM,
OB son iguales : luego la seccion AMB es un circulo, cu-
yo centro es el punto O.

Corolario 1. Si la seccion pasa por el centro de Ia es-
fera, su radio serd el radio mismo de la esfera: luego
todos los circulos maximos son iguales.

II. Dos circulos médximos se cortan siempre en dos
partes iguales; porque su interseccion comun, pasando
por el centro, serd un didmetro.

III. Todo circulo maximo divide 4 la esfera -y 4 su
superficie en dos partes iguales; porque si despuesde ha-
ber separado los dos hemisferios , se les aplica sobre la
base comun volviendo su convexidad hicia un mismo la-
do, las dos superficies coincidirdn una con otra, pues 4
no ser asi habria puntos mas inmediatos unas que otros
del centro, : :
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IV. El centro de un circulo menor y el de la esfera Fig. a2x.
estin en una misma recta perpendicular al plano del
circulo menor. ‘

V. Los circulos menores son mas pequefos 4 propor-
cion que distan mas del centro de la esfera; porque
quanto mayor es la distancia CO, tanto menor es la cuer-
da AB didmetro del circulo menor AMB. ,

VI. Por dos puntos dados en la superficie de Ia es- .
fera, podemos hacer pasar un arco de circulo maxi-
mo; porque estos dos puntos y el centro de la esfera son
tres puntos que determinan la posicion de un plano. Sin
embargo, si los dos puntos dados estuviesen en los ex-
tremos de un didmetro , entdnces el centro estaria en
una misma linea recta con ellos , y serian infinitos los
circulos maximos que podnan pasar por los dos puntos
dados. :

PROPOSICION IIL

TEOREMA.

En todo tridngulo esférico ABC, un lado qualquiera Fig. 223,
es menor que la suma de los otros dos.

Sea O el centro de la esfera.

Tirense los radios OA., OB, CC.

Si imagihamos los planos AOB, AOC, COB, estos
planos formaran en el punto O un dngulo solido ; y los
angulos AOB, AGC, COB tendrin por medida los la~
dos AB, AC, CB del triangulo esférico ABC. Pero ca-
da uno de los tres dngulos planos que componen el 4n-
gulo solido es menor que la suma de los otros dos¥: lue- * ar. 3.
go un lado qualquiera del tnangulo ABC es menor que
la suma de los otros dos,
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PROPOSICION: IIL
TEOREMA.
La Jistancia mas corta entre dos puﬁto: én'la supzr*e;
ﬁcie de la esfera, es el arco de circulo mdximo que los une,

Sea ANB el arcode circulo miximo que une los pun-
tos A y B;ysea, sies posnble, M un 3 punto de la linea

" mas corta de A 4

Fig. a24.

Por el punto M héganse pasar los arcos de circulo
miximo MA, MB, y.tomese BN=MB.

Segun ol teorema anteriar, el arco ANB es mas
corto que AM—+MB , quitando de ambas partes BN=
BM, quedara AN>AD. Pero la distancia de B a4 M
confundase 6 no con el arco BM, es igual 4 lade B4 N;
porque haciendo girar el plano del circulo mdximo BM
al rededor del diametro que pasa por B, podemos hacer
coincidir el punto M en N; y en este caso la linea mas
corta de M 4 B, sea la'que fuere , se confundiri con la
de N 4 B : luego las dos distancias de A 4 B, pasando la
una por M y la otra por N, tienen una parte igual de M
4 Byde N4 B. La primera distancia es , por hipotesis,
la mas corta: luego la distancia de A 4 M es mas corta
que la de A 4 N ; lo qual serja un absurdo , pues el arco
AM es mayor que AN: luego ningun punto de la linea
mas corta entre A y B puede estar fuera del arco. ANB:
luego este arco es la distancia mas corta entre sus ex-
tremos.

PROPOSICION 1V,
TEOREMA,
La suma de los tres lados de un tridngule esférico es

menor que la circunferencia de un circulo mdximo.

Sea ABC un tridngulo esférico qualquiera.
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Prolonguense los lados AB, AC hasta que se vuel-
van 4 encontrar en D.

Los arcos ABD, ACD serin semicircunferencias,
una vez que dos circulos miximos se cortan siempre
en dos partes iguales ¥ ; pero en el tridngulo BCD te- p
- pemos el lado BC<BD +CD * ; afiadiendo por ambas e p;, 4.
partes AB—+AC, tendremos AB~+ AC+BC<ABD +
ACD, esto es, menor que una circunferencia.

PROPOSICION V.
TEOREMA.

La suma de los lados de qualquiera poligono esférico
es menor que la circunferencia de un circulo médximo. _

Sea , v. gr., el pentigono ABCDE. Fig. 21

Prolonguense los lados AB, DC hasta que se en~ - °
cuentren en F.

Ya que BC es menor que BF +CF, el contorno
del pentigono ABCDE es tambien menor que el del
quadrilitero AEDF. Prolénguense otra vez los lados
AF , FD hasta que se encuentren en G. Tendremos
ED<EG~+GD: luego el perimetro del quadrilitero
AEDF es menor que el del tridngulo AFG ; este es me-
nor.que la circunferencia de un circulo méximo: luego
con mayor razon el perimetro del poligono ABCDE es
menor que dicha circunferencia.

Escolio. Esta proposicion es en rigor la misma que
la xx1t. del libro v ; porque si O es el centro de la
esfera, podemos imaginar en el punto O un dngulo so-
lido formado por los dngulos planos AOB, BOC,
COD, &c. y la suma de estos dngulos debe ser menor
que quatro rectos ; lo qual en nada difiere de la pro-
posicion presente. La demostracion que acabamos de
hacer es diferente de la del libro v ; en una y otra se
supone que ¢l poligono ABCDE es convexd , 6 que nin-
-gun lado prolongado puede cortar ziéla figura,

2
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PROPOSICION VI
TEOREMA.

_ Sz tiramos ¢l didmetro DE perpendicular al plano del
circulo mdximo AMB., los extremos de este didmetro se—
rdn los polos del czrculo AMB, y de todos: los circulos
menores como FING , que som paralelos 4 él.

Porque siendo DE- perpendicular- al plano AMB , lo
es tambien d todas las rectas CA ; CM , CB ; &c., tira~
das en este plano al pie de ella : luego todos los arcos
DA, DM, DB, &c., son quartos de circunferencia;
lo mismo sucede con los arcoss EA , EM, EB, &c.:
luego' los puntos Dy E- equidistan ambos de todos los.
de la circunferencia AMB-, y por consiguiente son: sus:

¢ Def. 5. polos. ¥

* Pr.1.

En segundo lugar , el radio DC , perpendicular al
plano AMB, lo es tambien 4 su-paralelo FNG luego
pasa por el centro O del circnlo FNG *. Luego si tira~
amos las obligiias DF , DN , DG, estas obligiias: equi~
distaran de la perpe:ndlcular ‘DO, y seran iguales. Pero
siendo' iguales: las cuerdas 5 los arcos lo son. tambien:
-luego todos los- arcos DF, DN DG, &c, 5 son iguales
.entre si = luego* los' dos puntos D y. E son loa» dos polos:
del circulo: menor FNG. -

Corolario 1. Todo arco DM tirado. de un punto defl
arco' del circulo miximo & su polo, es un quarto de
circunferencia , 6 lo que' es todo uno ; un' quadrante ; y
este quadrante hace al mismo tiempo un dngulo recto

.con el arco AM. Porque siendo la linea DC, perpendi~

‘cular al plano AMC , qualquiera plano DMC, que pa~

* 18. ¢.53 por la linea DC , es perpendicular 4 AMC ¥ : luego

el angulo AMD es. recto.

II. Para hallar el polo de um arco dado AM , tirese
<l arco indefinido MD', perpendicular 4 AM, toémese
MD igual 4 un quadrante , y el punto D sera uno de los
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polos del arco AM; 6 bien hdganse pasar por los dos
puntos A y M los arcos AM, MD perpendiculares 4
AM, el punto de contorno D de estos dos arcos serd el
polo que buscamos.

III.  Reciprocamente, si la distancia del punto D 4
cada uno de los puntos A y M es igual 4 un quadran-
te, digo que el punto D serd polo del arco AM , y que
al mismo tiempo los dngulos DAM; AMD serin rectos.

Porque sea C el centro de la esfera » Y tirense los -
radios CA, CD , CM. Ya que los dngulos ACD,; MCD
son rectos , la lmea CD es perpendlcular a las dos Tec-
tas CA, CM: luego es perpendicular 4 su plano lue-
go el punto D es polo de arco AM ; y por \conslgulen-
te los dngulos DAM, AMD son rectos.

Escolio. Las propledades de los polos permiten tra-
_ zar en la superficie de la esfera arcos de circulo con

igual facilidad que en una superficie plana. Vemos por
exemplo , que haciendo girar el arco DF , 4 otra linea
qualquiera del mismo intervalo, al rededor del punto
D, el extremo F trazard el clrculo menor FNG ; y si
hacemos girar el guadrante DFA al rededor del punto
D, el extremo A trazara el arco de circulo miximo AM.

Si hay necesidad de prolongar el’arco AM, 6 sino
se dan los puntos A y M por donde debe pasar este ar-
0 , determinaremos desde luego el polo D. por la inter-
seccion de dos arcos trazados desde los puntos A y M,
.como centros, y con un intervalo igual al quadrante.
El polo D una vez hallado, describiremos desde este
punto , como centro, y con el mismo radio , el arco AM
y su prolongacmn.

Finalmente , si tratamos de baxar desde el punto
P una perpendicular al arco dado’ AM, prolongare-
mos este arco hacia S, hasta que el mtervalo PS sea
igual 4 un quadrante ; despues .desde el polo S, y
con el mismo radio trazaremos el arco PM , que seri
la perpendicular pedida.
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PROPOSICION VIL
' TEOREMA.

 Todo plano , perpendicular en el extremo de un radio,
es tangente d la esfera.

Fig. 226. Sea FAG un plano perpendicular en el extremo

€ Def. 4.

Fig. 226.

del radio OA.

Tomese un punto qualquiera M en este plano, y
tirense OM y AM.

El dngulo OAM serd recto, y asi la distancia OM
serd mayor que OA. Luego el punto M no es de la esfe-
ra; y como lo mismo se verifica con otro punto qual-
quiera del plano FAG, siguese que este plano solo
tiene comun el punto A con la superficie de la esfera:
luego es tangente 4 dicha superficie. ¥

Escolio. Del 'mismo modo podemos hallar que dos
esferas solo tienen un punto comun, y son por consi-
guiente tangentes una 4 otra, quando la distancia de
sus centros es igual 4 la suma 6 4 la diferencia de
sus radios ; entonces los centros y el punto de contacto
estan en linea recta.

PROPOSICION VIIL

TEOREMA.

El éngulo BAC, que forman entre sf dos arcos de cir~
culos mdximos AB, AC, es igual al dngulo FAG, for-
mado por las tangentes de estos arcos en el punto A ; tie-
ne tambien por medida el arco DE, descrito desde el
punto A, como polo entre los lados AB y AC prolongados
si es necesario.

Porque la tangente AF , tirada en el plano del ar-
¢o AB, es perpendicular al radio AO; la tangente AG,
tirada en-el plano del arco AC, es perpendicular al
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mismo radio AO. Luego el dngulo FAG es igual al de
los planos OAB, OAC¥*, que es el de los arcos AB, * 17. 5.
AC, y que designamos por BAC.

Del mismo modo, si el arco AD es igual 4 un qua~
drante , lo mismo que AE, las lineas OD, OE seran
perpendiculares 4 AO, y asi el 4ngulo DOE ser4 igual
al de los planos AOD, AOE : luego el arco DE es la

- medida del 4ngulo de dichos planos, 6 la medida del
angulo BAC.

Corolario. Los 4ngulos de los tridngulos esféricos
pueden medirse por los arcos de los circulos maximos
descritos desde sus vértices como polos , y comprehendi-
dos entre sus lados : asi es ficil hacer un dngulo igual
4 otro dado.

Escolio. El 4ngulo ACO es igual 4 su opuesto en el Fig, 538,
vértice BCN ; uno 4 otro es siempre un angulo forma-
do por los dos planos ACB, OCN.

Vemos tambjen que quando dos arcos se cortan,
como ACB, OCN, los dos angulos adyacentes ACO,
OCB valen siempre juntos dos rectos.

PROPOSICION IX.
TEOREMA.

Dado el tridngulo ABC, si de los puntos A, B, C, pig, 9ay,
como polos , trazamos los arcos EF, FD , DE, que for-
man el tridngule DEF , reciprocamente los tres puntos
D, E, F serdn los polos de los lados BC , AC, AB.

Porque siendo el punto A polo del arco EF, la dis-
tancia AE es un quadrante ; siendo el punto C polo
del arco DE, la distancia CE es igualmente un qua-
drante : luego el punto E dista un quadrante de cada
uno de los puntos A y C : luego es polo del arco AC*. 4 p, ¢
Seddemostraré tambien que D es polo del arco BC, y Cor. 3.
F de AB.
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Corolario. Luego el tridngulo ABC puede trazarse
por medio de DEF, como DEF por medio de ABC.

PROPOSICION X.
TEOREMA.

Sentadas las mismas cosas que en el teorema anterior,
cada dngulo de uno de los tridngulos ABC , DEF tendrd
por medida la semicircunferencia, menos el lado opuesto
en el otro tridngulo.

Prolonguense , si es mecesario , 1os lados AB AC
hasta que encuentren 4 EF en G y H

Ya que el punto A es polo del arco GH, el dngulo
A tendra por medida el arco GH. Pero el arco EH es
un quadrante , lo mismo que GF, por ser E el polo
de AH, y F el de AG: luego EH-+- GF wvale una se-
micircunferencia. Pero EH~+GF=EF~+GH : luego el
arco GH, que mide el angulo A, es igual 4 una semi-
circunferencia ménos el lado EF; tambien el angulo B
tendri por medida § circ.— DF, y el angulo C, fcirc.
— DE.

Esta propiedad debe ser reciproca en los dos trian-
gulos , pues se trazan del mismo modo uno por medio
de otro. Asi hallaremos que los dngulos D, E, F, del
tridngulo DEF , tienen respectivamente por mcdlda
3 circ. — BC, ¥ circ. — AC , X circ. — AB. En efecto,
el angulo D., v. gr. tiene por medida el arco MI ; pero
MI+BC=MC—+ Bl =% circ.: luego el arco MI, me-
dida del angulo D, =%circ. —BC, y asi de los
demas. .

Escolio. Es del .caso observar .que ademas del tridn-
gulo DEF, podriamos formar otros tres por medio de
la interseccion de los tres arcos DE ;, EF , DF. Pero la
proposicion .actual solo se verifica en el tridngulo cen-
tral , que diferencia de los otros tres en que los dos dn-

Fig. 227. gulos A y D estan situados 4 un mismo lado de CB,
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los dos By E 4 un mismo lado de AC, y los dos C

y F 4 un mismo lado de AB.
Se dan- varios nombres 4 los dos tridngulos ABC
DEF ; nosotros los llamaremos tridngulos polares.

PROPOSICION XI.

LEMA.

Dado el tridngulo ABC , si desde el polo A, y con el Frg 229,

intervalo AC, trazamos el arco de circulo menor DEC,
si desde el polo B, y con el intervalo BC trazamos rgual—
mente el arco DFC ,; y desde el punto D 4 en que se cor-
.tan los arcos DEC , DFC., describimos los arcos de circu~
los mdximos AD DB : digo que el triangulo ADB, for-
" .mado de este modo 4 tendrd sus partes iguales G las del
triagngulo ACB.

Porque ,; por construccion , el Jado AD=AC, DB
=BC, AB es comun : luego estos dos tridngulos tienem
sus lados respectlvamente iguales : digo ahora que los dm«
gulos opuestos 4 los lados iguales son iguales.

En efecto 4 si suporemos en O el centro de la es~

fera , podemos concebir un angulo sélido formado en
.este punto por los tres dngulos planos AOB, AOC,
BOC ; podemos coricebir tambient otro segundo dngulo

solido formado por los tres angulos planos AOB, AOD,

BOD. Y. una vez que los lados del trilingulo ABC son
iguales 4 los del triangulo ADB 4 siguese que los angu-
los planes que forman uno de estos angulos solidos, son
iguales 4 los angulos planos que forman el otro angulo
solido , cada uno al suyo; pero en este caso se ha de-~
mostrado ¥ que los planos en que estan los angulos igua-
les , estan igualmente inclinades entre si : luego los an-
gulos del triangulo esférico DAB son iguales 4 los del
tridnguio CAB, esto es ; DAB=BAC, DBA=ABC, y
ADB=ACB : luego los dos tridngulos ADB y ACB tie~
nen sus lados respectivamente iguales.

% a3, 3.
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~ Escolio. La igualdad de estos tridngulos no es una
igualdad absoluta por superposicion , porque seria impo-
sible sobreponer uno i otro exictamente, 4 no ser que
fuesen isosceles. La igualdad de que tratamos es la que
hemos llamado anteriormente igualdad por simetria , y

por esta razon llamaremos tridngulos simétricos a los
tridngulos ACB , ADB.

PROPOSICION XIL

TEOREMA.

Fig. a30. _ Dos tridngulos situados en una misma esfera, 6 en
esferas iguales , son iguales en todas sus partes , quando
tienen un dngulo igual comprehendido entre lados respec-
tivamente iguales.

Sea el lado AB=EF , el lado AC= EG el dngu-
lo BAC=FEG.

El tridngulo EFG podri sobreponerse al triingulo
ABC, 6 i su simétrico ABD , del mismo modo que so-
breponemos uno 4 otro dos tridngulos rectilineos que tie-
nen igual un dngulo comprehendido entre lados iguales.
Luego todas las partes del triingulo EFG serin iguales
4 las del tridngulo ABC ; esto es, que ademas de las
tres partes supuestas, tendremos el lado BC=FG, el
dngulo ABC=EFG, y el angulo ACB = EGF.

PROPOSICION XIIL
TEOREMA.

Dos tridngulos situados en una misma esfera , 6 en es<
{eras iguales , son iguales en todas sus partes , quando
tienen un lado igual adyacente & dos angulo: respectiva~
mente iguales.
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Porque podremos sobreponer uno 4 otro estos dos
tnangulos , como lo hemos explicado en el caso seme-
jante de los tridngulos rectilineos. Véase prop. V1I, lib. L.

PROPOSICION XIV.
PROBLEMA.

Si dos tridngulos situados en una misma esfera , & en
esferas iguales ,. son equildteros entre si , serdn tambien
equidngulos , y los dngulos iguales estardn opuestos & la-
dos iguales.

. Esto se. comprehende evidentemente por la proposi-
cion xI, donde hemos visto que con tres lados dados
AB, AC » BC no se pueden formar mas que dos tridn-~
gulos ACB, ABD, cuyas partes sean diferentes en si-
tuacion , pero iguales en magnitud. Luego dos tridngu—
los equiliteros entre si son, ¢ absolutamente iguales, 6.
4. lo -menos iguales por, simetria: en ambos casos son
equidngulos , y Jos dngulos iguales estan opuestos 4 la-

dos iguales.
PROPOSICION XV.

TEOREMA.

En todo tridngulo esférico isdsceles los dngulos opues—
tos & lados iguales son iguales 5 y reciprocamente , si dos
angulos de un tridngulo esférico son iguales , el tridngulo
serd isosceles.

1.° Sea el lado AB=AC; digo que serd el angu-
lo C=B.

Porque si desde el vértice A tiramos al punto D,

Fig. 229.

Fig. a3r.

medio de la base , el arco AD, los dos triangulos ABD -

ADC tendrdn sus tres lados respectivamente iguales ; es-
to es, AD comun, BD=DC, y AB=AC: luego, se-

27
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gun el teorema anterior ; estos tridngulos tendrin los
angulos iguales , y serd B= C.

2.° Sea el dngulo B=C : digo que tendremos
AC=AB.

Porque si el lado AB no es igual 4 AC, sea AB el
mayor de los dos. Tomese BO=AC, y tirese OC.

Los dos lados BO, BC son iguales 4 AC, BC; el
4dngulo OBC ; comprehendldo por los primeros, es 1gual
al angulo ACB comprehendido por los segundos. Lue-~
go los dos trungulos BOC, ACB tienen las demas par-
tes iguales * , y tenemos el dngulo OCB=ABC; pero,
por hipotesis el angulo ABC=ACB: luego seria OCB=
ACB , lo que es imposible : luego es absurdo el su-
puesto de ser AB desngual 4 AC: loego los-lados AB
y AC ; opuestos &: 1os angulm 1guales B RE C, son-
iguales.

Escolio. La misma demostracion prueba que el dn-
gulo BAD=DAC, y que el dngulo BDA=ADC : lue-
go estos dos ultimos son rectos. Luego el arco- tirado
desde el vértice de un tridngulo isosceles:d la base es per-
pendicular d ella , y divide al dngulo del ‘verm'e en -dos
partes iguales. :

PROPOSICION XVIL
TEOREMA,

Si en un tridngulo esférico ABC el dngulo A es‘mayor
que el dngulo B, el lado BC, opuesto al dngulo A serd
mayor que el lado AC, opuesto al dngulo B ; rectproca-
mente , si el lado BC es mayor que AC , el angulo A serd
mayor que el dngulo B.

1.° Sea el angulo A>B.

Hagase el angulo BAD =B. ’

Tendremos AD=DB ¥ ; pero AD+DC es mayor
que AC: luego , subontuyendo DB por AD ’ tendre-
mos DB+DC 6 BC>AC.
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2.° Si suponemgs BC>AC, digo que el dngulo BAC
ser4 mayor que ABC.
. Porque, si BAC fuese igual 4 ABC, tendriamos
BC=AC; y si fuese BAC<ABC, se seguiria de lo
que acabamos de demostrar que'BC<AC, lo que re-
-pugna con lo supuesto. Luego el dngulo BAC es ma-
yor que ABC. - :

PROPOSICION XVII.
e  TEOREMA. |

Si los dos lados AB , AC.del tridngulo esférico ABC
son iguales & los otros dos DE, DF del tridngulo DEF
trazado én una- esfera igual., y. si al mismo tiempo el dn-
_ gulo A es mayor que el dngulo D: digo que el ter-
cer lado BC del primer tridngulo serd mayor que el tercero
EF del segundo, . .

La demostracion es absolutamente semejante 4 I3
de la prop. x, lib. I.

Fig. 223.

PROPOSICION XVIIL
. | TEOREMA.

'Si dos tridngulos trazados en una misma esfera , 6 en

-esferas iguales 5. son. equidngulos entre si,. serdn . tambien

-equilderos. : . ’ L
Sean A y B los dos tridngulos dados, y Q sus
tridngulos polares.

" Ya que los trigngulos A y B tienen sus dngulos
iguales, los polares P y..Q tendrdn iguales los lados % ; * Pr. 10.
pero siendo. los tridngulos' Py Q' equildteros entre si,
siguese ¥ que tambien son equidngulos; finalmente, deyp, , &
ser iguales los dngulos en los tridngulos P y Q, deduci-
mos * que serdn iguales los lados en los polares A y B. # pr. 0.
Luego los tridngulos A y B son tambien equildteros.
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Podemos demostrar tambien esta proposicion sin el
socorro de los tridngulos polares.

Sean ABC, DEF dos tridngulos equidngulos entre
si, de modo que sea A=D, B=E, C=F: dige que
tendremos el lado AB=DE, AC=DF, BC=EF.

- Sobre la prolongacion de los lados AB, AC, tome-
se AG=DE, y AH=DF. Tirese GH, y prolonguen=
se los arcos BC , GH hasta que se encuentren en I y K.

Los dos-lados AG, AH" son' por construccion igua=-
les 4 los otros dos DE , DF ; el dngulo comprehendido
GAH = BAC =EDF : luego -* los tridangulos AGH,
DEF son iguales en todas sus partes, y tenemos el dn-
gulo AGH=DEF=ABC, y el dngulo AHG =DFE =
ACB. . ‘ o
- En los triangulos IBG:, KBG, el lado BG es comun,
el 4ngulo IGB=GBK ; y una vez que IGB+BGK vale
dos rectos, lo mismo que GBK—+IBG, siguese’'que BGK=
IBG. Luego los triingulos IBG , GBK son iguales ¥, y
tenemos IG=BK , y GK=IB.

Igualmente , por ser el dngulo AHG=ACB, dedu-~
ciremos que los tridangulos ICH , HCK tienen un lado
igual adyacente 4 dos dngulos iguales : luego son iguales,
y por consiguiente IH=CK, y HK=IC.

Ahora , si de las cantidades iguales BK, IG restamos

1as iguales CK , IH , los residuos BC , GH serin igua-

les. Ademas , ‘el angulo BCA=AHG, y el angulo ' ABC
= AGH. Luega los triangulos ABC , AHG tienen un la-
do igual adyacente & dos dngulos iguales: luego son igua-
les. Pero el triangulo DEF es igual en todas sus partes
al tridngulo AHG, luego lo es tambien al tridingulo ABC,
y tendremos AB=DE, AC=DF, BC=EF: luego si
dos triangulos esféricos son equiingulos entre si, los la-
dos.opuestos 4 los dngulos igwales son ighales.

Escolio. Esta proposicion no se verifica en los tridn~

gulos rectilineos , en los quales de la igualdad de los 4n-

gulos solo podemos inferir la proporcionalidad de los la~
dos. .Pero es facil . conocer la diferencia que hay. en esto
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entre los triangulos rectilineos y los esféricos. En la pro-
posicion actual , igualmente que en las xir, x111, XIV
xviIr, donde hemos tratado de la comparacion de los
tridngulos , se ha dicho expresamente que estos triangu-
los estan trazados en una misma esfera 6 en esferas igua-
" les. Pero los arcos semejantes son proporcionales a los
radios : luego, en esferas iguales , no pueden dos triin-
gulos ser semejantes sin ser iguales. No es pues de ad-
mirar que 4 la igualdad de los d4ngulos sea consiguiente
la igualdad de los lados.

No sucederia asi si los tridngulos estuviesen trazados
en esferas desiguales; en tal caso, siendo iguales los dn-
gulos , los triangulos serian semejantes , y los lados ho~
mologos estarian en razon de los radios de las esferas.

PROPOSICION XIX.
TEOREMA.

La suma de los dngulos de qualquier tridngulo esférico
es menor que seis rectos , y mayor que dos.

Porque 1.° cada dngulo de un tridngulo esférico es
menor que dos rectos (véase el escolio siguiente): luego
la suma de los tres dngulos es menor que seis rectos.

2.° La medida de cada dngulo de un tridngulo esfé~

rico es igual 4 la semicircunferencia ménos el lado cor~
respondiente del triangulo polar ¥* : luego la suma de los 4 Pr. 10.
tres angulos tiene por medida tres semicircunferencias
meénos la suma de los lados del tridngulo polar. Pero es-
ta Gltima suma es menor que una circunferencia ¥ : lue~ * Pr. 4.
g0, restindola de tres semicircunferencias , el residuo
.serd mayor que una semicircunferencia , que es el valor
de dos dngulos rectos : luego 2.° la suma de los tres 4n—~
gulos de un triangulo esférico es mayor que dos rectos.

Corolario 1. La suma de los dngulos de un triangulo
esférico no es constante como la de los tridngulos rectili-
neos ; varia desde dos dngulos rectos hasta seis-, sin po-
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der igualar ninguno de los dos limites. Asi es que, aun-
que conozcamos dos angulos , no podemos hallar el va-
lor del tercero.

Corolario II. Un tridngulo esférico puede tener dos 6
tres angulos rectos , y dos O tres dngulos obtusos.

Si el triangulo ABC es bi-rectdngulo , esto es , si tie=
ne dos 4dngulos rectos By C, el vértice A serd el polo
de la base BC * ; y los lados AB , AC serdn quadrantes.

Si tambien el dngulo A es recto, el tridngulo .ABC
serd tri-rectdngulo , sus angulos serdn todos rectos , y sus
lados quadrantes. El tridngulo tri-rectingulo , cabe ocho
veces en la superficie de la esfera, como se ve en la
figura 236, suponiendo el arco MN igual 4 un qua-
drante.

Escolio. En todo lo que hemos dicho se ha supuesto,
segun la definicion VI, que los lados de los triangulos es—
féricos son siempre menores que la semicircunferencia;
y en este caso , es consiguiente que los dngulos son siem-
pre menores que dos rectos. Porque si el lado AB es me-
nor que la semicircunferencia , lo mismo que AC, estos
dos arcos deben prolongarse para encontrarse en D. Pe-
ro los dos dngulos ABC , CBD valen juntos dos dngulos
rectos : luego el dngulo ABC solo es menor que dos
rectos. :

Adviértase sin embargo que hay tridngulos esféricos
en los quales ciertos lados son mayores que la semicir-
cunferencia , y ciertos dngulos mayores que dos rectos.
Porque , si prolongamos el lado AC en una circunferen-
cia entera ACE , quitando de la semiesfera el tringulo
ABC, el residuo, es un nuevo tridingulo, que podemos
sefialar tambien por ABC, y cuyos lados son AB, BC,
AEC. Vemos pues que el lado AEC es mayor que la se-
micircunferencia AED ; pero al mismo tiemnpo el dngu—
lo opuesto en B excede a dos rectos en la cantidad CBD.

Por lo demas, si hemos excluido de la definicion los
triangulos cuyos lados y angulos son tan grandes, es por-
que su resolucion 6 la determinacion de sus partes se re-
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duce siempre 4 la de los triangulos expresados en la defi~
nicion. En efecto, se echa de ver que si_conocemos los
angulos y lados del triangulo ABC , ‘se conoceran sobre
la marcha los angulos y lados del triangulo que es el
resto de la semiesfera.

PROPOSICION XX.
TEOREMA.

El uso AMBNA esdla superﬁae dela esfera como el Fig. a36.
dngulo MAN de este uso es d quatro dngulos rectos , 6 co-
mo el arco MN , que mide este dngulo, es & la circun-
ferencia.

Supongamos que el arco MN esté con la circunfe-

. rencia en una razon comensurable, por exemplo en la
de 5 4 48; dividiremos la circunferencia MNPQ en 48
partes iguales; § de las quales contendra- MN ; ti-
rando luego por el polo A, y los puntos de division otros
tantos quartos de circunferencia, tendremos 48 trian-
gulos en la semiesfera AMNPQ , que serin todos igua-
les entre si, pues tendran iguales todas sus partes.
Luego la esfera entera tendrd 96 de estos triangulos
parclales » y el uso AMBNA contendra 103 luego el
uso es 4 la esfera como 104 96, O como 5 4 48, es-
to es , como €l arco MN 4 la circunferencia.

Si el arco MN no es comensurable con la circunfe-
rencia , probariamos por el mismo raciocinio , de que
hemos visto ya muchos exemplos , que el uso es siem-
pre 4 la esfera como el arco MN es 4 la circunferencia.

Corolario I. Dos' usos estan entre si como sus an-
gulos respectivos., -

Corolario II. Ya hemes visto que la superﬁc1e total
de la esfera es igual 4 ocho tridngulos tri-rectangulos ¥: # pr, 1q.
luego , si tomamos el area de uno de estos tuangulos
por unidad de medida, la superficie de la esfera estara
representada por 8. Esto sentado , la superficie del uso
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cuyo ingulo es A, se expresari por' 2A (siempre que
se haya valuado el angulo A tomando el angulo rec~

‘to por-unidad); porque tenemos 2A: 8:: A: 4. Hay

pues aqui dos unidades distintas ; una para los angu-
los, y es el angulo recto ; otra para las superficies, y
es el tridngulo esférico tri-rectingolo, 6 el que tiene
todos sus angulos rectos, y sus lados son quartos de
circunferencia.

Escolio. La esquina_esférica comprehendida por los
planos AMB, ANB es al solido entero de 1a esfera como
el 4ngulo A es & quatro dngulos rectos. Porque siendo
iguales los usos, las esquinas esféricas lo serdn tambien:
luego dos esquinas esféricas estin entre si como los dn-~
gulos formados por los planos que los comprehenden.

"PROPOSICION XXL
TEOREMA.

- Dos tridngulos esféricos simétricos son iguales en- su-
perficie.

Sean ABC, DEF dos tridngulos simétricos, esto es,
dos tridngulos que tienen sus lados iguales, AB = DE,
AC = DF -BC=EF; pero que sin embargo, no podnan
sobreponerse : dlgo que la superﬁc1e ABC es 1gual ala
superﬁcne DEF.

~ Sea P el polo del c.u'culo menor que pasama por los
tres puntos A, B, C(1).

- Tirense desde este punto los arcos iguales* PA, PB,
PC; en el punto F hdgase el dngulo DFQ = ACP el
arco FQ =CP, y tirense DQ, EQ.

Los lados DF FQ son 1gua1es & AC CP, el dn-

(l) El circulo que pasa por los tres puntos A, B, C, 6 que
est4 circunscrito al triangulo ABC, no puede ser mas que un cir~
lo menor de la esfera; porque si fuese un circulo miximo, los
tres lados AB, BC, AC estarian en un msmo plano, y ¢l tridn-
gulo ABC se reducma 4 uno de sus lados.
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gulo DFQ = ACP : luego los dos - tridngulos DFQ y
ACP son ignalesen todas sus partes¥: luego el lado DQ=
AP, y el angulo DQF = APC.

En los tridngulos propuestos DFE, ABC los 4ngu-
los DFE y ACB, opuestos 4 los lados iguales DE y AB,
son iguales¥; si quitamos los 4ngulos DFQ , ACP, igua~
les por construccion , quedard el ingulo QFE = PCB:
ademas, los lados QF y FE son iguales 4 PC y CB: lue-
go los dos tridngulos FQE , CPB son iguales en todas sus
partes, y por consiguiente el lado QE=PB, y el dngu-
lo FQE = CPB.

Si observamos ahora que los tridngulos DFQ, ACP,
que tienen sus lados respectivamente iguales, son al mis—
mo tiempo isosceles, veremos que pueden sobreponerse
uno 4 otro. Porque , sobreponiendo PA 4 su igual QF,
el lado PC caerd sobre su igual QD, y asi los dos tridn-
gulos quedardn confundidos en uno solo: luego son igua-
les, y la superficie DQF = APC. Por una razon seme~
jante, la superficie FQE = CPB, y la superficie DQE =
APB: luego tenemos DQF + FQE — DQE = APC +
CPB — APB, 6 DFE = ABC: luego los dos tridngulos
simétricos ABC, DEF son iguales en superficie.

Escolio. Los polos P y Q podrian estar dentro de los
tridngulos ABC, DEF; entonces tendriamos que sumar
los tres triangulos DQF, FQE, DQE para componer
el tridngulo DEF; y del mismo modo, seria preciso su-
mar los tres tridangulos APC, CPB, APB para componer
el tringulo ABC; por lo demas, la demostracion 'y la
conclusion serian siempre las mismas,

PROPOSICION XXIL

TEOREMA.

Si dos cireulos méximos AOB, COD se cortan arbi-
trariamente en el hemisferio AOCBD, la suma de las tridn-
a8

#* Pr. 12,

* Pr. 11,

Fig. 238.



218 GEOMETRIA,
gulos opuestos AOC, BOD serd igual al uso cuyo dn-
gulo es BOD.

Porque, prolongando los arcos OB, OD en el otro
hemisferio hasta que se. encuentren en N, OBN serd una
semicircunferencia , lo mismo que AOB; quitando de am-
bas partes OB, tendrémos BN = AO. Por una razon se-
mejante es DN=CO, y BD = AC: luego los dos tridn-
gulos AOC, BDN tienen los tres lados iguales. Ademas,
por su posicion son simétricos uno 4 otro: luego son igua-

# Pr, a1, les en superficie ¥, y la suma de los tridangulos AOC, BOD

Fig. 239.

# Pr. 20.

es equivalente al uso OBNDO, cuyo angulo es BOD.

Escolio. Se echa de ver tambien que las dos pirami-
des esféricas , cuyas bases son los tridngulos AOC, BOD,
equivalen juntas 4 la esquina esférica , cuyo éngulo
es BOD.

PROPOSICION XXIIL

TEOREMA.

La superficie de un tridngulo esférico qualquiera es la
diferencia que va del valor de sus tres dngulos 4 dos dn
gulos rectos.

Sea ABC el tridngulo propuesto.

Prolonguense sus lados hasta que encuentren al cir«
culo maximo DEFG ; tirado arbitrariamente fuera del
triangulo.

Segun el teorema anterior, los dos tridngulos ADE,
AGH equivalen juntos al uso, cuyo angulo es A, y que
tierie por medida 2A%; ast tendremos ADE —+ AGH =
2A; por una razon semejante, BGF + BID = 2B, CHI
“+ CFE = 2C. Pero la suma de estos seis trungulos ex-
cede 4 la semiesfera en dos veces el triangulo ABC, y
el valor de la semiesfera es 4 : luego el duplo del trian-
gulo ABC es igual 4 2A + 2B+ 2C — 4, y por con-
siguiente ABC = A —+ B ~+ C— 2: luego un triingulo
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esférico tiene por medida la suma de sus dngulos ménos
dos rectos. '

Corolario I. Segun sea el nimero de dngulos rectos
que haya en esta medida, asi habrd en el triangulo pro-
puesto tridngulos tri-rectangulos, a octavas partes de es—
fera que son la unidad de superficie¥. Por exemplo, si* Pr. so.
cada uno de los dngulos vale £ de un recto, los tres dn-
gulos valdrin entonces 4 dngulos rectos, y el tridngulo
propuesto estard representado por 4—2 0 2: luego serd
igual 4 dos tridngulos tri-rectingulos, 6 4 la quarta par-
te de la superficie de la esfera.

Corolario II. El triangulo esférico ABC es equivalen-

A+B+C

te al uso, cuyo dngulo es ~— 1 ; del mismo

2
modo, la pirdimide esférica, cuya base es ABC, equi-
H . ’ A+B+4C
vale la esquina esferica, cuyo dngulo es —~ "~ " __1.
2

Escolio. Al tiempo que se compara el tridngulo esféri-
co ABC con el tridngulo tri-rectingulo , la pirdmide es-
férica, que tiene por base ABC, se compara con la pi~
ramide tri-rectingula, y resulta la misma proporcion. El
dngulo solido del vértice de la pirdamide se compara tam-
bien con el angulo sélido del vértice de la piramide tri-
rectingula; en efecto, la comparacion se establece por
la coincidencia de las partes. Pero, coincidiendo las ba-
ses de las pirdmides, es evidente que tambien las pird-
mides coincidirdn igualmente que los Angulos de su vér-
tice. De aqui resultan muchas conseqiiencias.

1.2 Dos piramides triangulares esféricas estan entre
si como sus bases; y, puesto que una pirdmide poligona
puede dividirse en muchas piramides triangulares, si-
guese que dos piramides esféricas qualesquiera estan en-
tre si cotno los poligonos que les siryen de bases..

2.2 Los angulos solidos del vértice de las mismas
piramides estin igualmente en la proporcion de las ba-
ses: luego, para comparar dos dngulos solidos quales—
quiera, es preciso colocar sus vértices en el centro de

eve
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dos esferas iguales, y estos dngulos sélidos estan entre
si como los poligonos esféricos interceptados entre sus
planos 6 caras.

El 4ngulo del vértice de la piramide tri-rectdngula
estd formado'por tres planos perpendiculares entre si; -
este angulo, que podemos llamar dngulo sélido recto , es
muy & proposito para servir de unidad de medida # los
demas dngulos solidos. Esto sentado, el mismo nimero
que expresa el drea del poligono esférico , expresara la
medida del dngulo solido correspondiente. Por exemplo,
siel drea del poligono esférico es , esto es, si es los 2 del
triangulo tri-rectangulo, el angulo sélido correspondien-
te serd tambien } del angulo solido recto.

PROPOSICION XXI1V.
TEOREMA.

La superficie de un poligono esférico tiene por medida
la suma de sus dngulos , ménos el producto de dos dngulos
rectos por el nimero de los lados del poligono ménos dos.

Desde un mismo vértice A tirense  todos los demas
las diagonales AC, AD.

El poligono ABCDE quedara dividido en tantos
triangulos ménos dos como lados tiene. Pero la superfi-
cie de cada triangulo es la suma de sus angulos ménos
dos rectos,-y es evidente que la suma de todos los an-~
gulos de los triangulos es igual 4 la suma de los angulos
del poligono : luego la superficie del poligono es igual
4 la suma de sus angulos ménos tantas veces dos rectos
como lados tiene ménos dos. B

Escolio. Sea s la suma de los angulos de un poligono
esférico, n el ndmero de sus lados , suponiendo el angu- -

" lo recto=1, la superficie del poligono tendri per medi-

da s—2(n=—2),05—2n+4
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PROPOSICION XXV.
TEOREMA.

Sea S el nimero de dngulos sélidos de un poliedro, H
el nimero de sus caras, A el de sus aristas : digo que ten~
dremos siempre S —+ H A2,

Témese dentro del pohedro un punto, desde el qual
tirarémos lineas rectas a los vértices de todos sus angu-
los. Imaginemos despues trazada desde el mismo punto,
como centro, una superficie esférica, que esté cortada
por todas estas lineas en otros tantos puntos. Unanse es-
tos puntos con arcos de circulos maximos de modo que
formen en la superficie de la esfera poligonos correspon-
dientes é iguales en nimero 4 las caras del poliedro.

Sea ABCDE uno de estos poligonos y sea n el ni- Fig. ago.
mero de sus lados; su superficie sera s — 2 n + 4, sien-
do s la suma de los angulos A,B,C, D, E. Si valuamos
de este modo la superficie de cada uno de los demas po-
ligonos esféricos , y los sumamos todos juntos, deducire-
mos que la suma, 6 la superficie de la esfera represen-
tada por 8, es igual 4 la suma de todos los angulos de
los poligonos ménos el duplo del nimero de sus lados
mas 4, tomado tantas veces quantas caras hay. Pero como
todos los angulos formados en un mismo punto A valen
quatro rectos , la suma de todos los angulos de los poli-
gonos es igual 4 4 tomado tantas veces quantos angulos
solidos hay : luego es igual 4 4S. Ademas el duplo del
namero de los lados AB, BC, CD, &c. es igual al qua~
dru-plo del nimero de las aristas, 0 = 4A, pues la misma
arista sirve de lado 4 dos caras: luego tendremos 8 =4S
—4A~4H ; 6, sacando la quarta parte de ambos miem-
bros, 2=S5 — A+ H: luego S+ H= A + 2.

Corolario. Siguese de aqui que la suma de los dngulos
planos ) que forman los dngules sélidos de un poliedro , es
igual G tantas veces quatro dngulos rectos como unidades
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hay en S — 2, siendo S el nimero de dngulos sélidos del
poliedro.
Porque,si consideramos una cara cuyo nimero de
lados es n, la suma de sus angulos sera 21 — 4 angulos
* 21 1. rectos¥*. Pero la suma de todos los 2n, 6 el duplo del
namero de los lados de todas las caras, =4A, y 4 to-
mado tantas veces como caras hay = 4H : luego la suma
de los dngulos de todas las caras = 4A — 4H. Pero, se-
gun el teorema que acabamos de demostrar, tenemos
A—H=8—2,y por consiguiente 4A —4H=4 (S—2):
luego la suma de los dngulos planos , &c.

PROPOSICION XXVI
TEOBEMA, |

Lém. 13.  Entre todos los tridngulos esféricos formados eon dos
Fig- 35 Jados dados CB y CA, y un tercero arbitrario, aquel es .
mayor ABC, cuyo dngulo C, comprehendido por los lados
dados , es igual G la suma de los otros dos dngulos Ay B. .
- Prolonguense los dos lados AC, AB hasta que se en-
cuentren en D,

Tendremos un tridngulo esférico BCD, en el qual
el angulo DBC seri tambien igual 4 la suma de los otros
dos BDC, BCD; porque siendo BCD —+ BCA iguales &
dos rectos, lo mismo que CBA +-CBD, tenemos BCD-+
BCA = CBA + CBD. Anadiendo 4 ambas partes BDC=
BAC, tendremos BCD + BCA + BDC=CBA —+ CBD
i BAC Pero, por suposicion, BCA = CBA <+ BAC
luego CBD = BCD + BDC.

Tirese BI que haga el-angulo CBI = BCD, y por
conSIgulente IBD = BDC, Los dos triangulos IBC, IBD
seran isosceles, y tendremos IC =1B = ID. Luego el
punto I, medio de BC, equidista de los tres puntos B,
C, D; por una razon semejante, el punto O, medio de
AB, equidistard de los tres puntos A, B , C.
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Sea ahora CA’ =CA, y el angulo BCA’ > BCA. Si
tiramos A’B, y prolongamos los arcos A’‘C, A’B hasta
que se encuentren en D/, el arco D’CA’ sera una se-
micircunferencia lo mismo que DCA: luego, una vez
que CA’=CA, tendremos tambien CD’=CD. Pero en el
triangulo CID’, tenemos CI + 1D/ > CD/ : luego ID >
CD—Cl,6ID’> ID.

En el triangulo isosceles CIB, dividase el angulo del
vértice en dos partes iguales con el arco EIF , que sera
perpendicular en el medio de BC. Si tomamos un punto
L entre I y E, la distancia BL , igual 4 LC, sera me-
nor que BI; porque se puede demostrar, como en Ila
prop. xix, lib. 1, que BL -+ LC <BI + IC: luego to~
mando la mitad de ambas partes tendremos BL <BI. Pe-
ro en el triazngulo D/LC tenemos D’L > D’C—CL, y

con mayor razon D’L> DC — CI, 6 ’L>DI, 6 DL> |

BI, 6 DYL>BL. Luego si buscamos en el arco EIF un
punto que equidiste de los tres B, C, D/, este punto de-
beria estar precisamente en la prolongacion de EI hacia
F. Seal’ el punto buscado, de modo que tengamos D'l =
BI'==CI". Los triangulos I’CB', I'CD’, 'L’ son is6s—
celes, y por consiguiente tienen sus angulos iguales. ’'BC
=I'CB, I'BD/ =VD’'B, I'CD’ =1"D’C. Fero los ingulos
L/BC —+ CBA! valen dos rectos , lo mismo gue D'CB =+
BCA luego
D/BI + I'BC + CBA’ = 3,
BCl' — I'CD/ + BCA’ = 2.

Sumando estas dos equaciones, y observando que I’'BC=
BCl', y D’/BI’ — I'CDY =BDT — I'D'C = CD’'B =
CA’B, tendremos 21’BC + CA’B + CBA’+ BCA’= 4.

Luego CA’B + CBA’ + BCA’— 2 (medida del area
del triéngulo A’BC) = 2 — 2I'BC; de modo que tene-
mos drea A’'BC = 2 — 2 dngulo I’'BC; del mismo modo
en el triangulo ABC, tendriamos drea ABC =2 — 2dn-
gulo IBC. Pero se ha demostrado que el angulo I'BC es
mayor que IBC: luego el area A’BC es menor que ABC.

La misma demostracion y conclusion se verificatian ;

Lim. 13
lg ISQ
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si , tomando siempre el arco CA’ =CA, hiciesemos el
angulo BCA’ < BCA : luego ABC es el mangulo mayor
entre todos los que tienen dos lados dados y el tercero
arbitrario.

' Fig. 241. Escolio 1. El triangulo ABC, el mayor entre todos
los que tienen dos lados dados CA, CB, puede inscri-
birse en un semicirculo, cuya cuerda del tercer lado
AB seri el diametro; porque siendo O el medio de AB,
hemos visto que las distancias OC , OB son iguales : lue-
go la circunferencia del circulo® menor , descrita desde
el punto O, como polo, y con el intervalo OB, pasard
por los tres puntos A, B, C. Ademas, la linea recta
BA es un didmetro del circulo menor; porque el centro,
que debe estar al mismo tiempo en el plano del circulo

¢ p,. 1. menor y en el del arco del circulo maximo * BOA , es-

Cor. 4. tara indispensablemente en la interseccion de estos dos
planos, que esla recta BA, y asi BA sera un dia-
metro. (

II. En el triangulo ABC, siendo el angulo C igual
4 la suma de los otros dos A y B, siguese que la suma
de estos tres angulos es dupla del angulo C. Pero esta
suma es siempre mayor que dos rectos ¥ : luego el angu-
lo C es mayor que un recto.

III. Si prolongamos los lados CB , CA hasta que se
encuentren en E, el tridngulo BAE sera igual 4 la quar-
ta parte de la superficie de la esfera. Porque el angulo E
=C=ABC~CAB: Iluego los tres angulos del triangulo
BAE equivalen # los quatro ABC, ABE, CAB, BAE,
cuya suma vale quatro rectos : lukgo la supecﬁcle del
® P o¢. triangulo BAE ¥ =4 —2=12, que es la quarta parte

de la superficie de la esfera.

IV. No se verificaria que fuese el mdximo si la suma
de los dos lados dados CA, CB fuese igual 6 mayor que la
semicircunferencia de un clrculo maximo. Porque ya que
el triangulo ABC debe estar inscrito en un semicirculo
de la esfera, es preciso que la suma de los dos lados CA,
CB sea menor que la semicircunferencia de un circulo de

& Pr. 19.
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Ia esfera, y por consiguiente menor que la semicircun-
ferencia de un circulo maximo.

La razon de no haber mdximo quando la suma de
los dos lados dados es mayor que la semicircunferencia
de un circulo maximo, es porque entonces el triingulo
aumenta cada vez mas 4 medida que es mayor el din-
gulo comprehendido por los lados dados. Finalmente,
quando este angulo sea igual 4 dos rectos, los tres la-
dos estaran en un mismo plano , y formarin una cir-
cunferencia entera ; el triangulo esférico serd pues igual
a la semiesfera , pero dexardeentdnces de ser tridngula.

PROPOSICION XXVIL
TEOREMA.

De todos los tridngulos esféricos formados con un lado Fig. 243.
y perimetro dudos , aquel es mayor que tiene iguales sus
- dos lados arbitrarios.
Sea AB el lado dado comun 4 los dos tridngulos ACB
y ADB, y sea AC+-CB=AD~+DB : digo que el triin.
gulo isosceles ACB, en el qual AC=CB, es mayor que
el no—isosceles ADB.
Porque teniendo estos triangulos la parte comun AOB,
basta demostrar que el tridngulo BOD es menor que
AOC. El ingulo CBA, igual 2 CAB, es mayor que
OAB ; asi el lado AO es mayor que OB ¥ ; témese OI # Pr. 16.
=OB, hagase OK=0D, y titese KI; el triingulo
OKI sera igual 4 DOB *. Si se niega ahora que el ® Pr.1a.
triangulo DOB, 6 su igual KOI, es menor que OAC,
sera preciso que sea igual 6 mayor. En ambos casos , ya
que el punto I esta entre A y O, el punto K debera
caer sobre la prolongacion de OC, porque a no ser asi
el triangulo OKI estaria dentro del triangulo CAO, y
seria por consiguiente menor. Esto sentado , siendo CA
Ia menor distancia de C 2 A, tenemos CK+KI+1A>
CA. Pero CK=OD—CO, AI=AO—OB, KI=BD:

29
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luego OD —CO+ AO— OB+ BD>CA, y reducien-
do, AD—CB—+BD>CA, 6 AD+BD>AC~(B.
Pero esta desigualdad repugna con la suposicion AD -~
BD=AC~+CB: luego el punto K no puede caer sobre
la prolongacion de OC , luego cae entre O y C, y por
consiguiente el tridngulo KOI , 6 su igual ODB , es me-
nor que ACO : luego el triangulo isosceles ACB es ma-
yor que ADB de la misma base y perimetro, pero que
no es isosceles.

Escolio. Estas tltimas proposncwnes son analogas ax
y 11 del apéndice del libro 1v ; asi podemos sacar res-
pecto 4 los poligonos esféricos las conseqilencias que se
verifican en los rectilineos. Las principales son :

1.° De todos los poligonos esféricos isoperimetros y de
un mismo nimero de lados , el equildtero es el mayor.

2.° De todos los poligonos esféricos formados con lados
dados y uno arbitrario, el mayor es el que puede inscribirse
en un semicirculo , cuyo didmetro sea la cuerda del lado
no determinado. Para que sea posible la resolucion, es
preciso que la suma de los lados dados sea menor que
una semicircunferencia de circulo maximo.

3.° Entre los poligonos esféricos formados con lados
dados , el mayor es el que puede inscribirse en un circulo
de la esfera.

4.° El mayor polzgono esférico entre los que tienen un

mumo perimetro € igualintimero de lados , es el que tiene
sus lados y dngulos iguales.

Todas las proposiciones de mdximo pertenecientes 4
" los poligonos e-féricos se aplican a los angulos solidos de
que estos poligonos son medida.
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APENDICE A LOS LIBROS VI y VIL

LOS POLIEDROS REGULARES.

PROPOSICION PRIMERA.
TEOREMA.

Solo hay cinco poliedros regulares.

Porque hemos dado la difinicion de poliedros regu-
lares 4 aquellos, cuyas caras son poligonos regulares
iguales , y cuyos dngulos solidos son iguales entre si.
Estas condiciones solo pueden verificarse en un corto
namero de casos.

1.° Si las caras son tridngulos equilateros , pode~
mos formar. cada angulo solido del poliedro con tres,
quatro 6 cinco angulos de estos tridngulos ; de aqui se
originan tres cuerpos regulares, que son el tetraedro,
el octaedro y el icosaedro. No se ‘pueden formar mas
con tridngulos equilateros, porque seis dangulos de es-
tos tridngulos valen quatro rectos, y no pueden formar
angulo solido. %

° Si las caras son quadrados, podemos juntar sus
ingulos de tres en tres, y resulta el cubo & exiedro.
i Quatro dngulos de quadrado valen quatro rectos , y
no pueden formar dngulo solido.
- 3.° Finalmente, si las caras son pentidgonos regula-

#*ar5. 8.
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res, podremos tambien unir sus angulos de tres en tres,
y resultard el dodecaedro regular. ,

No se puede pasar adelante, porque tres angulos
de exigonos regulares valen quatro rectos, y tres de
optdgonos mas todavia.

Luego solo puede haber cinco poliedros regulares,
tres formados con tridngulos equiliteros, uno con qua-
drados, y uno con pentigonos.

Escolio. Vamos 4 probar en la proposicion siguiente
que estos cinco poliedros existen realmente, y que se
pueden determinar todas sus dimensiones conociendo
una de sus caras.

PROPOSICION IL
PROBLEMA.

Dada una de las caras de un poliedro regular, ¢ solo
su lado , construir el poliedro. ‘

Este problema nos presenta otros cinco que vamos 4
resolver sucesivamente.

Construccion del tetraedro.

Fig.243. ~ Sea ABC el triangulo equilitero, que debe ser una
de las caras del tetraedro.

En el punto O, centro de este triangulo, levéntese
al plano ABC la. perpendicular OS ; terminese esta per-
pendicular en el punto S ; de modo que AS = AB; ti-
rense SB, SC, y la pirimide SABC sera el tetraedro
que buscamos.

Porque , una vez que las distancias OA, OB, OC:
son iguales , las obliquas SA, SB, SC equidistan de la
perpendicular SO, y son iguales..Una de ellas SA =
AB: luego las quatro caras de la piramide SABC son
triangulos iguales al dado ABC. Ademas los angulos

N
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sdlidos de esta pirimide son iguales entre si, pues ca-
da uno esta formado por tres angulos planos iguales: lue-
go esta piramide es un tetraedro regular.

Construccion del exdedro.

Sea ABCD un quadrado dado.

Sobre la base ABCD constrayase un prisma recto, cus Fig, 244
ya altura AE sea igual al lado AB. _

Claro esti que las caras del prisma son quadrados
iguales, y que sus angulos solidos son iguales entre si,
como que estan formados cada uno por tres dngulos rec-

*s : luego este prisma es un exdedro regular 6 cubo.
Construccion del octaedro,

Sea AMB un triangulo equilatero dado. Fig. 245.

Sobre el lado AB tracese el quadrado ABCD en el
punto O, centro de este quadrado, levantese 4 su pla-
no la perpendicular TS, terminada por una y otra par-
te en Ty S, de modo que OT=0S=AO0 ; tirense
luego SA, SB, TA, &c.; tendremos un sélido SABCDT
compuesto de dos piramides quadrangulares SABCD,
TABCD, sobrepuestas una a otra por su base comun
ABCD, vy este solido sera el octaedro regular que pedimos.

En efecto, el triangulo AOS, es rectingulo en O,
lo mismo que el tridngulo AOD ; los lados AO, OS,
OD son iguales : luego los triingules lo son tambien , y
tenemos AS= AD. Del mismo modo se demostrara que
todos los triangulos rectangulos AOT , BOS, COT, &e.
son iguales al triangulo AOD : luego todos los lados AB,
AS, AT, &c. son iguales entre si, y por consiguiente
el solido SABCDT esta formado por ocho tridngulos igua-
les al equilatero dado ABM. Digo ademas que los angu~
los solidos del poliedro son iguales unos 4 otros, v. gr.
el angulo S=B.

Porque se echa de ver.que los tridngulos SAC y
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DAC son iguales, y que por consiguiente el angulo ASC
es recto : luego la figura SATC es un quadrado igual
4 ABCD. Pero si comparamos la piramide BASCT a Ia
" piramide SABCD, la base ASCT de la primera puede
sobreponerse a la base ABCD de la segunda ; entonces
siendo el punto O un centro comun , la altura OB de la
primera coincidira con la altura OS de la segunda , y las
dos piramides se confundiran en una sola : luego el an-
gulo sélido S es igual al angulo solido B: luego el soli-
do SABCDT es un octaedro regular.
Escolio. Si tres rectas iguales AC, BD, ST son per-
pendiculares entre si y se cortan por mitad, sus extre-
- mos seran los vértices de un octaedro regular.

Construccion del dodecaedro.

Fig. 246.  Sea ABCDE un pentigono regular dado; sean ABP,
CBP dos angulos planos iguales al angulo ABC.

Con estos angulos planos formese el angulo s6lido
B, y determinese por la proposicion xx1v, lib. v, la
matua inclinacion de dos de estos planos, a la qual llama-
ré K. Formense del mismo modo en los puntos C, D,
E,A angu]os solidos iguales al angulo solido B, y situa-
dos semejantemente. El plano CBP serd ‘el mismo que
BCG, pues ambos tienen una misma cantidad K de
inclinacion sobre:el ‘plano- ABCD. Luego podemos trazar

- enel plano PBCG el pentigono BCGFP igual al pen-
tagono ABCDE. Si hacemos igual operacion en cada uno
de los otros planos CDI, DEL, &c., tendremos una
superficie convexi PFGH &c. compuesta de seis pen-
tagonos regulares iguales , siendo una misma la canti-
dad de inclinacion’ K de cada uno sobre su adyacente.
Sea pfgh , &c. otra superficie igual 4 PFGH , &c; digo
que se pueden unir estas dos superficies de modo que no
formen mas que una sola superficie convexi continua.
En efecto, el 4ngulo opf, por exemplo, puede for-
mar , unido & los otros. dos: OPB, -BPF, .un angulo
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solido P igual & B; sin que en esta union se altere
la inclinacion de los planos BPF , BPO, pues esta in<
clinacion es cabalmente la precisa para la formacion del
angulo solido. Pero al mismo tiempo que se forma el
4ngulo solido P, el lado pf se sobrepondri 4 su igual
PF, y en el punto F estaran reunidos tres angules pla-
nos PFG, pfe, efg, que formaran un angulo solido
igual a cada uno de los ya formados. Esta union se veri
ficara sin alterar el estado del dngulo P, ni el de .Ia
superficie efgh , &c; porque los planos PFG, efp, reu-
nidos ya en P, tienen entre si la inclinacion necesa-
ria K, igualmente que los planos efg, efp. Continuan.
do asi sucesivamente vemos que las dos superficies se
ajustaran mutuamente una con otra para no formar
mas que una sola superficie continua y reentrante en
si misma : esta superficie sera la de un dodecaedro
regular , pues estara compuesta de doce pentagonos re-
gulares iguales, y todos sus angulos solidos son iguales
-entre si. -

Construccion del icosaedro.

Sea ABC una de sus caras. Es preciso desde luego- Fig. a47.
formar un angulo solido con cinco planos iguales 4 ABC,
y que cada uno esté igualmente inclinado. sobre su ad-
yacente. Para esto, sobre el.lado B'C’, igual 4 BC, for-
mese el pentagono regular 'C’HI’DY; en el centro de
dicho pentigono levantese a su plano una perpendicu~
lar, que terminari en A/, de mddo’qué’B’A’ = B/C;
tirense A’C/, A’H’, A’'l, A’DY, y el angulo solido A’,
formado por los cinco. planos B/A’C/, C/A’H’, &c. , se-
rd el angulo solido que buscamos. Porque las obliquas
A’B/, A’C/, &¢.som iguales, y una. de ellas A’B es'igual
allado B'C’: luego todos los tridngulos B/A’C’,; C’A’H, &,
son iguales entre si y' al dado. ABC. o
- .~ Se echa de ver pdr otraiparte queidds planos B(A'CY,:
C/A’H; &c. estam igualinente- incligados cada! uno sobre,

“we
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su adyacente ; porque los angulos sélidos B,y C, &,
son iguales entre si, por estar formados cada uno de
ellos con dos angulos de triangulos equiliteros, y uno
de pentigono regular. Llamemos K la inelinacion de los
dos planos en que estin los ingulos, la qual podemos
dleterminar por la_proposicion XxrIv, lib. v; el angulo
K sera al mismo tiempo la inclinacion de cada uno de
los planos que componen el angulo solido’ A’ sobre su
adyacente.

Esto sentado, si en los puntos A, B, C formamos

los solidos iguales 2 A’, tendn:emos una superficie
convexi DEFG, &c. compuesta de diez triangulos equi-
lateros , cada uno de los quales estara inclinado sobre su
adyacente la cantidad K; y los angulos D, E, F, &ec.
de su perimetro reuniran alternativamente tres y dos an-
gulos de triangulos equilateros. Imaginemos otra superfi-
cie igual 4 DEFG, &c; estas dos superficies podran
adaptarse midtuamente , uniendo cada angulo triple de la
una con un ingulo duplo de la otra; y como los planos
de estos ingulos tienen ya entre si una inclinacion K ne-
cesaria para formar un angulo sélido quisstuplo igual al
angulo A, esta union no alterara en cosa alguna el esta~
- do de cada superficie en particular, y las dos juntas for-
maran una sola superficie continua compuesta de veinte
triangulos equilateros. Esta superficie sera la del icosae-
dro regular , pues ademais todos los angulos solidos son
1guales. :

PROPOSICION IIL
PROBLEMA.

" Hallar la inclinacion de dos caras adyacente: de un
pohedro regular.
Esta inclinacion se deduce mmedxatamente de la cons-
truccion que acabamos de dar de los cinco poliedros re-
gulares, a lo qual es.preciso. afiadir. la PIOPOalC.lOD XXIV,
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libro v, por la qual, dados los tres angulos planos que
forman un ingulo.:s0lido, se determina el angulo que
forman estos dos planos entre si.

. En el tetraedro. Cada angulo sélido estd formado Fig.243.
por tres angulos de triangulos equilateros : luego’es pre-
ciso buscar por el problema citado el aogulo que dos de

estos planos forman entre si, que sera la inclinacion de

dos caras adyacentes del tetraedro.

- En el exdedro. El angulo de dos caras a.dyacentcs es F:g 244
un angulo recto.
~ Encel octaedro. Férmese un angulo sélido con dos an- Fig. 245
gulos de tridngulos equilateros y un angulo recto ; la in~
clinacion de los dos planos en que estan los angulos delos .
triangulos serd la de dos caras adyacentes:del octaedro..

En el dodecaedro. Cada angulo solido esta formado Fig. 346.
con tres angulos de pentigonos regulares ; asi la inclina-
cion de los planos de dos de estos dngulos serd la de dos
caras adyacentes del dodecaedro.

En el icosaedro. Formese un dngulo sélido con dos Fig. 247.
angulos de triangulos equildteros y uno de pentigono re-
gular; la inclinacion de los dos planos en que estan los
angulos de los tridngulos serd la de dos caras adyacentes
del icosaedro.

H

PROPOSICION 1V.
o .. PROBLEMA. -

Dado el lado de un_poliedro regular , hallar el radio
de la esfera inscrita y el de la esfera circunscrita al. po—
liedro.

Es preciso demostrar prlmeramente quc to,do pohe-
dro regular puede inscribirse y circunscribirse 4 la esfera.
. Sea AB el lado comun 4 las dos cards adyacentes, Fig. 248.
sean C y E los centros de estas dos caras, y CD,
las perpendiculares baxadas d¢sde estos centros al lado
comun-AB las;quales caerian en el punto D, mitad de
d‘lcbolado PN P J:..:/"'

30
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Las dos perpendiculares CD, DE forman entre si
un dngulo conocido, que es igual 4 la inclinacion de dos
caras adyacentes determinada por el problema anterior.
Si en el plano CDE , perpendicular 4 AB, tiramos sobre
CD y ED las perpendiculares indefinidas CO y EO, que
se encuentran en O: digo que el punto O seri el centro
de la esfera inscrita y el de la circunscrita ; siendo el ra-
dio de la primera OC, y OA el de la segunda.

En efecto, ya que los apotemas CD, DE son igua-
les, y la hipotenusa DO comun, el tridngulo rectingu-

¢:8.1. lo ODE¥*, y las perpendiculares OC y OE son iguales.

Pero siendo AB perpendicular al plano CDE, el plano

# 17, 5. ABC es perpendicular 4 CDE¥*, 6 CDE 4 ABC; por

otra parte CO,.en el plano CDE, es perpendicular 4

-.+  CDy comun interseccion de los planos CDE,. ABC:

13, ¢ luego CO* es perpendicular al plano ABC. Por Ia mis-

ma razoa EO es perpendicular al plano ABE: luego las

dos perpendiculares CO,; EO, tiradas 4 los planos de dos

“caras adyacentes por los centros de dichas caras, se en-

cuentrat en un mismo punto O, y son iguales. Supon~

gamos ahora que ABC y ABE representan otras dos ca-

ras adyacentes qualesquiera; el apotema CD permane-

cerd siempre de la misma magnitud , igualmente que el

angulo CDO ; mitad de CDE: luego el tridngulo rectin-

lo CDO vy su lado CO seran iguales en todas las ca~-

ras del poliedro ¢ luego, si-desde el punto O, como cen~

tro ; y con el radio OC, trazamos una esfera, esta esfe-

ra pasard por todos los centros de las caras del poliedro

( porque los planocs ABC, ABE seran perpendiculares en

el extremo del radio), y la esfera estard inscrita en el
poliedro, 6 el poliedro circunscrito 4 la esfera,

- Tirense OA y OB; por ser CA = CB las dos obli«
quas OA ;OB ; equidistando de la perpendicular, serin
iguales ; lo mismo se verificard con otras dos ligeas qua-
lesquiera 4 tiradas desde el centro O 4 los extremos de
un mismo lade: luego todas estas lineas son:iguales entre
si. Luego si desde el punto O, como centro,’y con el
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radio OA, describimos una superficie esférica, dicha su-
perficie pasara por los vértices de todos los angulos s6-
lidos del poliedro, y la esfera estari circunscrita al po-
liedro, ¢ el poliedro inscrito en la esfera, -

Esto sentado, la resolucion del problema propuestd
no presenta dlﬁcultad alguna, y puede verificarse asi : -

Dado el lado de una cara del poliedro, descnbasc Fig. a49.
esta cara, y sea CD su apotema, Basquese por el proble-
ma anterior Ja inclinacion de dos caras adyacentes del
polledro , y higase el angulo CDE igual a esta inclina-
cion. Témese DE = CD; tirense CO y EO perpendicu-
lares 24 CD y ED, las quales se encontraran en un pun-
to O, y COsera el radio de 13 esfera inscrita en el po-
hedro.

Sobre 1a prolongacion de DC témese CA jgual al ra-
dio del circulo circunscrito 4 una cara del poliedro, y
sera OA el radip de la esfera cnrcunscma a este mismo
poliedro,

Porque los triangulos rectangulos CDO, CAO dela
figura 249 , son iguales 4 los del mismo nombre en la
figura 248, asi CD y CA son Jos radios de los circulos
inscritos y circunscritos 4 una cara del poliedro, miéntras
que OC y OA lo son de las esferas inscrita y circunscri-
ta 4 un mismo poliedro.

Escolio. De las proposiciones anterjores podemos de-~
“ducir varias conseqiiencias.

1.2 Todo poliedro regular puede dividirse en tantas
piramides r;gulares como caras tiene el poliedro ; el vér-
tice comun de estas plramndes sera el centro de la esfe~
ra, que es al mismo tiempo el de las esferas inscrita y
circunscrita. .

2,2 Lasolidez de un poliedro regular es igual 4 su
superficie multiplicada por el tercio del radio de la esfe~
ra inscrita.

3.2 Dos poliedros regulares del mismo nombre son
dos solidos semejantes, y sus dimensiones homologas son
proporcionales: luego los radios de las esferas inscritas 6
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circunscritas siguen la razon de los lados de estos po-
liedros. ,

4-*  Si inscribimos un poliedro regular en una esfera,
los planos que esten desde el centro en la direccion de
los diferentes lados, dividiran la superficie de la esfera
en tantos poligonos iguales y seinejantes como caras tie-
ne el poliedro.
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DE LOS CUERPOS REDONDOS.

DEFINICIONES,

Liamamos cilindro el sélido producldo por la Fig. ago.
revoluclon de un rectingulo ABCD, que inaginamos gi-
ra sobre el lado imobil AB.

En este movimiento, los lados AD, BC, que per-
manecen siempre perpendiculares 4 AB, describen pla- . -
nos circulares iguales DHP , CGQ , que llamamos las
bases. del cilindro , y el lado CD describe su mperﬁae
convexad.

La linea lmobxl AB se llama exe del cilindro.

Toda secciori KLM, hecha en el cilindro perpendi-
cularmente al exe , es un circulo igual 4 cada una-de las
bases ; porque mléntras el rectangulo ‘ABCD gira al re~
dedor de AB, la linea IK, perpendicular 4 AB, descri-
be un plano circular igual 4 la base, el qual no es otra
.cosa que la seccion' hecha perpendxcularmenre al exe en
el punto L.

Toda seccion PQGH, hecha -en la dir¢ccion del exe,
es un rectdngulo duplo del rectingulo generador ABCD.

II. Dase el nombre de cono al sélido produc1do por Fig. agx.
la revolucion del tridngulo rectingulo SAB que imagi-
namos gira al rededor del lado imobil SA.
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En este movimiento el lado AB describe un plano
circular BDCE, que llamamos /a base del cono, y la hi-
potenusa SB describe su superficie convexa.

El punto S se llama el vértice del cono , SA el exe 6
la altura , y SB el Jado™ 6upotema.

Toda seccion HKFI, hecha perpendicularmente al
exe, es un circulo ; toda seccion SDE, hecha en la di-
reccion del exe, es un tridngulo isésceles duplo del
triangulo generador SAB.

III.  Si del cono SCDB quitamos, con una seccion
paralela 4 la base, el cono SFKH, el solido restante
CBHF se llama cono truncado O tronco de cono. Pode-
mos suponer que estd formado por la revolucion del
trapecio ABHG, cuyos 4ngulos A y G son rectos, al
rededor del lado AG. La linea imobil AG se llama el
exe 6 la altura del tronco, los cu'culos BDC, HKF son

- sus bases, y BH el lado.

IV. Dos cilindros 6 dos conos son semejantes quan=
do sus exes estén entre si como los dlametros de sus
bases. :
V. Sien el circulo ACD, que sirve de base.i un
cilindro, inscribimos un pollgono ABCDE, y sobre la
base ABCDE ' levantamos un prisma recto 1gual en al-
tura al cilindro, se dice en tal caso que el pmma estd
inscrito en el cilindro; 6 el cilindro circunscrito al prisma.

Claro estd que mendo las aristas AF, BG, CH, &c.
del prisma perpendiculares al plano de Ia base, estan
comprehendidas ‘en la superficie convexa - del cilindro:
luego el pnsma y el cilindro son tangentes en la dlrec-
cion de sus' aristas,

VL  Del mismo modo, si ABCD es un poligono cir-
cunscrito 4 la base de un cilindro, y construimos sobre
la-base ABCD un pmma recto igual en - altura al :cilin-
dro', decimosque el prisma estd’ circunserito al rilindro,

" 0 el cilindro inscrito en el prisma.

Sean M, N, &ec. los puntos de contacto de los lados
AB, BC &c y levéntense en:los ‘puntos M, Ny &c. las
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perpendiculares MX, NY, &c. al plano de la base. Se
echa de ver que estas perpen.dlculares estardn al mismo
tiempo en la superficie del cilindro y en la del prisma .
circunscrito: luego serdn sus lineas de contacto.

N. B. El cilindro, el cono, y la esfera son los zres
cuerpos redondos de que se trata en los elementos,

Lemas preliminares sobre las superficies.

L.

Una :uper;ﬁcze plana OABCD es menor que qualquiera Fig. 213,
otra superficie PABCD 4 terminada por el mismo con~
torno ABCD.

Esta. proposicion es tan evidente que se puede co-
locar en el namero de los axiomas ; porque podemos su-
poner que el plano es entre las superficies lo que-la li-
nea recta entre las lineas : la linea recta es la mas corw
ta entre dos puntos dados, igualmente el plano es la
menor superficie entre todas las de un mismo perime-
tro. Sini embargo, como es muy del caso reducir el i~
mero de axiomas al menor posible ;, pondremos un ra-
ciocinio que no dexari duda alguna sobre esta propo-
sicion,

Siendo una superﬁcne ‘und exterision que consta de
longitud y latitud, para que una.supetficie sea. mayor
que otra, es preciso que las dimensiones de la primera
sean en algun sentido mayores que las de.la segunda; y
si sucede que las dimensiones de una superficie son en
todos sentidos menores que las de otra superficie; es evi-
dente que la primera superficie sera la menor dé las dos.
Pero, sea qual fuere el sentido en que se haga’pasar el
plano BPD, que cortard 4 la superficie planaen la di«
reccion BD, y 4laotra superﬁcte en la direccion BPD,
la linea recta BD siempre serd menor que BPD: luego
la:superficie OACED es menor que la superﬁcnefPABCD
que la rodea. :
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Toda superficie convexd 3 OABCD e5 menor que qual-
quiera otra que rodease d la primera, descansando en el
mismo perimetro ABCD.

Repenremos aqui que entendemos por :uperﬁae con-
vexd una superficie que solo puede estar cortada en dos
puntos por una linea recta, y sin embargo es posible que
una linea recta se aplique exdctamente en cierto sentido
sobre una superficie convexi, de lo qual vemos exem-=
plos en las superficies del cono y del cilindro. Obser=
varémos tambien que la denominacion de superficie con=
wexd no es solo para las superficies curbas, sino tam-
bien comprehende las superficies poliédricas 6 compues~
tas de muchos planos, y tambien las superficies en par-
te curvas y en parte poliedricas.
~ Esto sentado, si la superficie OABCD no es menor
que todas las que la rodean, sea PABCD la menor en-
tre estas, que serd 4 lo mas igual 4 OABCD. Por un
punto qualquiera O, higase pasar un plano tangente 4
la superficie OABCD, el qual encontrari 4 la superficie
PABCD, vy !a parte que corte de ella serd mayor que el
plano terminado en dicha superficie : luego, conservando
lo restante de la superficie PABCD, podriamos substituir
¢l plano 4 la parte rebaxada, y tendriamos una nueva
superficie, que rodearia siempre 4 la superficie OABCD,
¥ que seria menor que PABCD.

Pero esta es, por: hipotesis, la menor de todas: luego
esta suposicion seria falsa: luego la superficie convexi
OABCD es me¢nor que qualquiera otra que la rodease,
termindndose en el mismo perimetro ABCD.

.Escolio. Por un' raciocinio de todo punto semejante se

: probara

Fig. 246.

. Que si.una Supcrﬁem convexi terminada por dos
qntornos ABC, DEF estd rodeada por otra superficie

~

N
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qualquiera terminada en los mismos perimetros, la su-
perficie rodeada sera la menor.

- 2.° Que si una superficie convexi AB estd rodeada Fig. ag7.
por todas partes por otra MN, ora tengan puntos, li-
neas 6 planos comunes, ora no los tengan, la superficie
rodeada serd siempre menor que la superficie exterior.

Porque entre estas no puede haber ninguna que sea
la menor de todas, pues en todos casos podriamos tirar
siempre el plano CD tangente 4 la superficie convexa,
cuyo plano serja menor que la superficie, CMD ; y asi
la superficie CND seria menor que MN, lo que repug-
na con el supuesto de ser MN la menor de todas. Lue-
go la superficie convexi AB es menor que todas las que
las rodean,

PROPOSICION PRIMERA.
TEOREMA.

La solidez de un cilindro es 1gual al producto de su
base por su altura. '

Sea CA el radio de la base del cilindro dado, H su Fig. 258.
‘altura. Representemos por sup. CA la superﬁcle del
circulo cuyo radio es CA: digo que la solidez del cilin~-
dro serd sup. CA x H.

Porque si sup. CA x H uo es la medida del cilindro
dado , este producto expresard un cilindro mayor 6 me-
nor. Supongamos primero que sea la medida de un cilin-
dro menor, v. gr. , del cilindro en que CD es el radio
de la base y H la altura.

Circunscribase al circulo cuyo radio es CD un po- -
ligono regular GHIP, cuyos lados no encuentren # la
circunferencia cuyo radno es CA ¥, Imaginemos un pris- * 10. 4.
ma recto que tenga por base el paligono GHIP, y por
altura H, el qual estard circunscito al cilindro en que
CD es el radio de la base. Esto sentado, la solidez del
prisma¥ es igual 4 su base GHIP multnphcada por la al- * l;r 4.

31
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tura H; la base GHIP es menor-que el circulo cuyo ra-
dio es CA: luego la solidez del prisma es menor que
sup. CA x H. Pero sup. CAx H es, segun la suposicion,

1a solidez del cilindro inscrito en el prisma: luego el

prisma seria menor que el cilindro; pero al contrario,
el cilindro es menor que el prisma, pues esta dentro de él:
luego es imposible que sup. CA x H sea la medida del
cilindro en que CD es el radio de la base y H la altura;
6, en términos mas generales, el producto de la base de
un cilindro por su altura no puede ser medida de un ci-
lindro menor.

Digo en segundo lugar que este producto no puede
expresar un cilindro menor, porque, para no multiplicar
figuras, sea CD el radio de la base del cilindro dado,
y sea, si es posible, sup. CD x H la medida de un ci-
lindro mayor , v. gr., del cilindro en que CA es el ra-
dio de la base y H la altura.

Si hacemos la misma construccion que en el caso pri-
mero, el prisma circunscrito al cilindro dado tendri por
medida GHIP x H ; pero el area GHIP es mayor que
sup. CD: luego la solidez del prisma de que tratamos
es mayor que sup. CD x H : luego el prisma seria ma-
yor que el cilindro de la misma altura, y cuya base es
sup. CA. Pero al contrario, el prisma es menor - que el
cilindro, pues esta contemdo en €él: luego es imposible
que la base de un cilindro multiplicada por su altura sea
medida de un cilindro mayor.

Luego finalmente, la solidez de un cilindro es igual
al producto de su base por su altura.

Corolario 1. Los cilindros de una misma altura es-
tan entre si como sus bases, y los cilindros de una mis-
ma base estan como sus alturas.

Corolario II. Los cilindma sermejantes estan como los
ctubos de las alturas, 6 como los cubos de los diimetros
de las bases. Porque las bases siguen la razon de los qua-
drados de sus diametros, y siendo semejantes lo, cilin=

¢ Def. 4.dros , los. dlametros de las bases son como las alturas %*:
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luego las bases son como los quadrados de las alturas:
luego las bases multiplicadas por las alturas, 6 los cilin-
dros mismos , son como los cubos de las alturas.

Escolio. Sea R el radio de la base de un cilindro,
H su altura; la superficie * de la base seri = R?,y la
solidez del cilindro= = R* x H, 6 & R*H.

PROPOSICION IL
| LEMA.

La superficie convexd de un prisma recto es igual al
perimetro de su base multiplicado por su alturo.

Porque esta superficie es igual 4 la suma de los rec-
tangulos AFGB, BGHC , CHID, &c. de que estd com-~
puesta ; pero las alturas AF, BG, CH, &c. de estos rec-
tingulos son iguales & la altura del prisma, y sus bases
AB, BC, CD juntas forman el perimetro de su base:
luego la suma de estos rectingulos, o la superficie con-
vexa del prisma, es igual al perimetro de su base mul-
tiplicado por su altura.

Corolario. Dos prismas rectos de una misma altura,
tienen sus superficies convexds en razon de los perime-
tros de sus bases.

PROPOSICION IIL
| LEMA.

La superficie convexd del cilindro es mayor que la su-
perficie convexd de todo prisma inscrito , y menor que la
superficie convexa de qualgjuier prisma circunscrito.

Porque la superficie convexi del cilindro y la del
prisma inscrito ABCDEF pueden considerarse como de
una misma longitud, pues toda seccion hecha en una
.y en otra paralela 4 AF es igual 4 AF; y si para saber
la latitud de estas superficies las cortamos con planos pa-

® 134
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ralelos 4 la base 6 perpendiculares 4 la arista AF, las
secciones serdn iguales , una 4 la circunferencia de Ia
base, y la otra al perimetro del poligono ABCDE me-
nor que esta circunferencia: luego, ya que, siendo de
una misma longitud , la latitud de la superficie cilindrica
es mayor que la de la superficie prismitica, siguese
que la primera superficie es mayor que la segunda.

Por un raciocinio enteramente semejante se probari
que la superficie convexd del cilindro es menor que la de
todo prisma circunscrito BCDKLM.

PROPOSICION 1IV.
TEOREMA.

La superficie convexd de un cilindro es igual 4 la cir-
cunferencia de su base multiplicada por su altura.

Sea CA el radio de la base del cilindro dado, H su
altura ; si representamos por circ. CA la circunferencia
cuyo radio es CA: digo que circ. CAxH sera la super-
ficie convexa de este cilindro.

Porque si se niega esta proposicion , serd preciso que
circ. CAx H sea la superficie de otro cilindro mayor 6
menor. Supongamos desde luego que sea la. superficie de
un cilindro menor, v. gr., del cilindro en que CD es
el radio de la base y H la altura. _

Circunscribase al circulo cuyo radio es CD un poli-
gono regular GHIP , cuyos lados no encuentren 4 la cir-
cunferencia cuyo radio es CA; imaginemos luego un
prisma recto que tenga por altura H, y por base el po-

ligono GHIP. La superficie convexi de este prisma seri
igual al perimetro del poligono GHIP multiplicado por

la altura H %*; este perimetro es menor que la circunfe-
rencia cuyo radio es CA: luego la superficie convexi del
prisma es menor que circ. CA x H. Pero circ. CAx H
es, segun lo supuesto , la superficie convexi del cilindro
en que CD es el radio de la base, y el qual est4 inscrito
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en el prisma: luego la superficie convexa del prisma se-
ria menor que la del cilindro inscrito. Pero al contrario,
debe ser mayor ¥*: luego es falsa la suposicion : luego 1.° ® Pr. 3.
la circunferencia de la base de un cilindro multiplicada por
su altura no puede expresar la superficie convexd de un ci-
1indro menor.

Digo en segundo lugar que este producto tampoco
puede expresar la superficie de un cilindre mayor. Por-
que , para no mudar figura, sea CD el radio de la base

- del cilindro dado, y sea, si- es posible, circ. CDxH la
superficie convexi-de un cilindro que, siendo de la mis-
ma altura, tuviese por base un circulo mayor, v. gr.,
el circulo cuyo radio es CA. Se hari la misma construc+
cion que en la hipotesis primera y la superficie convexd
del prisma serd siempre igual al perimetro del poligo-
no GHIP multiplicado por la altura H. Pero este peri=~
metro es mayor que circ. CD: luego la superficie del
prisma seria mayor que circ. CD x H, que, segun lo su-
puesto, es la superficie del cilindro de la misma altura de
cuya base es CA el radio. Luego la superficie del pris-
ma seria mayor que la del cilindro. Pero aun quando el
prisma estuviese inscrito en el cilindro, su superficie se-

*  ria menor que la del cilindro*: luego con mayor razon * Pr. 3.
serd menor quando el prisma no llega 4 tocar al cilin-
dro. Luego es falsa la segunda hipdtesis, y por consi-
guiente 2.° la circunferencia de la base de un cilindro mul-
tiplicada por su altura no puede ser medida de la su-
perficie de otro cilindro mayor.

Luego finalinente, la superficie convexi de un cilin-
dro es igual 4 la c1rcunferenc1a de su base multiplicada
por su altura.
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PROPOSICION V.
| TEOREMA.

La solidez de un cono es igual al producto de su base
multiplicada por el tercio de su altura. :
ago Sea SO la altura del cono dado, AO el radio de la
" base. Llamemos sup. AO la superficie de la base : digo
que la solidez de este cono-sera igual 4 sup. AD x 8.
En efecto , supongamos 1.° que sup. AO x 35O sea
la solidez de un cono mayor, v. gr., del cono cuya al-
tura es siempre SO, pero cuya base tiene por radio 4
OB mayer que AO. - :
Al dirculo cuyo radio.es AO circunscribase un poli-
gono regular MNPT, que no.encuentre 4 la circunfe-
# 10. 4. rencia cuyo radio es OB¥*, imaginemos ademas una pi-
ramide cuya base sea el poligono y el vértice el punto
# 19 6.S. La solidez de esta pirdmide¥ es igual al area del po-
ligono MNPT multipticada por el tercio de la altura SO.
Pero el poligono es mayor que el circulo inscrito repre-
sentado por sup. AO: luego la pirimide es mayor que
- sup. AO x £SO que, segun hemos supuesto, expesa el
cono cuyo vértice es S y OB el radio de base. Pero es
-asi que la pirdmide es menor que el cono, pues e:td
dentro de él: luego 1.° es imposible que la base de un
cono multiplicada por el tercio de su altura sea la me-
dida de un cono mayor. .

Digo 2.° que este producto tampoco puede expresar
un cono menor. Porque, para no mudar figura, sea OB
el radio de la base del cono dado, y sea, si es posi-
ble , sup. OB x 3SO la solidez del cono que tiene por
altura SO y por base el circulo cuyo radio es AO. Se
hari la misma construccion que anteriormente, y la
piramide SMNP, &c. tendra por medida el 4rea MNPT
multiplicada por 3SO. Pero el drea MNPT es menor que
sup. OB: luego la pirimide tendria una medida menor

Fig.
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que sup. OB x 3SO , y por consiguiente seria menor
que el cono que tiene 4 AO por radio de la base y SO

por altura. Pero es asi que la piramide es mayor que el

cono, pues el cono esta dentro de ella: luego 2.° es im~

posible que la base.de un cono multiplicada por el tercio

de su altura sea medida de un cono menor.
Luego finalmente la solidez de un cono es igual al
producto de su base por el tercio de su altura.
Corolario. Un cono es la tercera parte de un cilindro
de la misma .base y altura que él'; de donde se deduce
1. Que los conos de alturas iguales estan entre si
eomo sus bases. ‘
2.° Que los conos de bases iguales estan entre si como
sus alturas. :
3.° Que los conos semejantes siguen la razon de los
- cubos de los didmetros de sus bases , 0 de los cubos de
sus alturas. Lo T
Escolio. Sea R el radio de la base de un cono, H
su altura; su solidez sera 7 R? x 3, 6 37 R?H.

PROPOSICION VI

| TEOREMA.

El cono truncado ADEB , cuyos radios de las bases Fig. a6o.

son OA y DP,y PO la altura , tienc por medida % »
OP. ((AO)? + (DP)*+ AO x DP).
Sea TFGH una piramide triangular de la misma al-
tura que el cono SAB, y-cuya base FGH sea equivalen—
"te 4 la del cono. Podemos suponer que estas dos bases
estan en un mismo plano, en cuyo caso los vértices S
y T equidistaran del plano de las bases, y el plano
EPD' prolongado hara en la pirimide la seccion IKL.
Digo , pues, que estd seccion IKL es equivalente 4 la
base DE. - - -
Porque las bases AB, DE estan entre si como los
quadrados. de los radios AO, DP ¥, 6 como los qua-
drados de las altusas SO, SPs los triangulos FGH,

* 11, 4.
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IKL son entre si como los quadrados de estas mismas

- alturas * : luego los circulos AB, DE estan en la razon

de los truingulos FGH, IKL. Pero, por su posicion,
el triangulo FGH es equxvalente al circulo AB : luego
el tridgngulo IKL lo es tambien al circulo DE.

La base AB muitiplicada por SO es la solidez del
cono SAB, y la base FGH multlpllca.da por 38O es la
de la pirimide CFGH : luego por ser las bases equiva~
lentes , 1a solidez de la piramide es igual 4 la del cono.

- Por una razon semejante , la pirdmide TIKL es equi-

® 30, 6.

Fig. 259.

valente al cono SDE: luego el tronco de cono ADEB
es equivalente al tronco de piramide FGHIKL. Pero la
base FGH, equivalente al circulo, cuyo radio es AO,
tiene por medida » x (AO)* ; del mismo modo la ba.se
IKL= » x(DP)?, y la media proporcional entre » x
(A0)* y 7 x (DP)? es # x AOxDP : luego la solidez
del tronco de piramide , 6 1a del tronco de cono, tiene
por medida 3 OP x (7= x (AO)* - i x(DP)2+ 7 xAO
xDP) ¥, ue es lo mismo que 3= xOPx((OA)’
(DP)? + AO xDP). .

PROPOSICION VII.
TEOREMA.

'La superficie convexd de un cono es igual & la circun-
ferencia de su base multiplicada por la mitad de su lado.

Sea AO el radio de la base del cono dado, S su
vértice , y SA su lado : digo que su superficie serd circ.
AO x 1SA.

Porque sea, si es posible , circ. AOx%SA la superfi-
cie de un cono , cuyo vértice fuese el punto S, y por la
base el circulo trazado con el radio OB mayor que AO,

Circunscribase al circulo menor de los dos un po-
ligono regular MNPT , cuyos lados no encuentren 4 la
circunferencia que tiene 4 OB por radio; y sea SMNPT
la pirimide regular que tendria por base el poligono,
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y por vértice el punto S. El tridngulo SMN, que es uno
de los que componen la superficie convexi de la piri=
mide , tiene por medida su base MN multiplicada por
la mitad de su altura SA, que es al mismo tiempo el
lado del cono dado ; siendo igual esta altura en todos
los triangulos SNP, SPQ , &c., siguese que la superfi-
cie convexi de la pirdmide es igual al perimetro
‘MNPQR, &e., multiplicado por 4SA. Pero el peri-
metro MNPQR , &c., es mayor que circ. AO: luego
la superficie convexi de la pirimide es mayor que circ.
AOx £SA , y mayor por consiguiente que la superficie
convexi del cono, que'teniendo el mismo vértice S, tu-
viese por base el circulo descrito con el radio OB, Pe-
ro al contrario, la superficie convexi del cono es mayor
que la de la pirdmide ; porque si sobreponemos por las
bases una 4 otra las pirdmides iguales, y lo mismo los
conos iguales , la superficie de los dos conos cubrird por
todas partes 4 la de las dos pirdmides : uego la prime-
ra superficie serd mayor que la segunda ¥ : luego la su-*Lem. 3.
perficie del cono.es mayor que la de la pirimide com-
prehendida en él. Hubiéramos deducido una conse-
qilencia contraria de nuestra suposicion : luego 1.° Ia
circunferencia de la base de un cono multiplicada por
la mitad de su lado no puéde ser medida de 1a super-
ficie de un cono mayor. .

Digo en segundo lugar que este producto tampoco
" puede expresar la superficie de un cono menor.

Porque sea BO el radio de la base, y sea, si es
posible , circ. BOx4SB la superficie del cono, cuyo
vértice es S, y AO, menor que OB, el radio de la
base.

Habiendo hecho la misma construccion que en los-
casos anteriores , la superficie de la piramide SMNPT
serd siempre igual al perimetro MNPT multiplicado
por % SA. Pero el perimetro MNPT es menor que cire.
BO, SA es menor que SB: luego por estas dos razo-
nes la superficie convexd de la piramide es menor que

32
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circ. BOx1SB, que , segun lo supuesto, es la superfi-
cie del cono en que AO es el radio de la base : luego
la superficie de la pirdimide seria menor que la del co-
no inscrito. Pero es asi que es mayor ; porque sobre-
poniendo por las bases la pirdmide 4 otra su igual, y

el cono 4 otro cono, la superficie de las dos pirdmides

cubrird 4 la de los dos conos, y serd por consiguiente

.mayor. Luego 2.° es imposible que la circunferencia de

la base de un cono dado multiplicada la mitad de su
Jado exprese la superficie de un cono menor.

Luego finalmente la superficie convexi de un cono
es igual 4 la circunferencia de su base multiplicada por
la mitad de su lado.

Escolio. Sea L el lado de un cono, R el radic de
su base, la circunferencia de esta base seri 27 R, y
Ia superficie del cono 27 R x 3L, 6 #RL.

PROPOSICION VIIL
TﬁgnnM'A.

La superficie convexd del tronco de cono ADEB es
igual G su lado AD multiplicado por la semisuma de las
circunferencias de sus dos bases AB , DE.

En el plano SAB, que pasa por el exe SO, tirese
la linea AF , perpendicular 4 SA, cuya linea seri igual
4 la circunferencia , cuyo radio es AO ; tirese SF, y
tirese tambien DH paralela 4 AF.

Por ser semejantes los tridngulos SAO , SDC, ten~
dremos AO: DC:: SA: SD; y por serlo tambien los
tridngulos SAF , SDH tendremos AF : DH :: SA: SD;
‘luego AF : DH:: AO: DC, 6, :: circ. AO : circ. DC*-
Rero por censtruccion AF=circ. AO; luego DH=circ.
DC. Esto sentado , el tridngulo SAF, cuya medida es
AF x $SA, es igual 4 la superficie del cono SAB, que
tiene por medida circ. AOx £SA. Por una razon seme-
jante el triangulo SDH es igual 4 la superficie del cono
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SDE. Luego la superficie del tronco ADEB es igual 4
la del trapecio ADHF. Esta tiene por medida ¥ ADx
ATDT ) luego la superficie del tronco de cono
2
ADEB es igual 4 su lado AD multiplicado por Ia semiw
suma de las circunferencias de sus dos bases,

Corolario, Por el punto I, medio de ED, tirese IKL
paralela 4 AB, é IM paralela 4 AF; se demostrarg
como antes que IM =circ. IK. Pero el trapecio ADHF
=ADxIM =AD xcirc. IK. Luego podemos decir tam-
bien que la superficie de un tronco de cono es igual d su
lado multiplicado por la circunferencia de una seccion he-
cha é iguales distancias de las dos bases,

- Escolio. Si una linea AD, situada toda hdcia un
mismo lado de la linea OC, y en el mismo plano que
ella, gira al rededor de OC, la superficie trazada por

AD tendr4 por medida AD x qrc. AO —- circ. DC ,

2
6 AD xcirc. IK ; siendo las lineas AO, DC, IK perpen-
diculares tiradas al exe OC desde los extremos , y desde
el medio de la linea AD,

Porque si prolongamos AD y OC hasta que se en=
cuentren en S, claro estd que la superficie trazada por
AD es la de un cono truncado, en el qual son AO y
DC los radios de las bases , siendo el punto S el vérti-
ce del cono entero, Luego esta superficie tendra la medi-
da arriba dicha. '

Siempre se verificaria esta medida aun quando el
punto D cayese en S, lo que daria un cono entero, y

tambien en caso de ser la linga AD paralela al exe, de’

donde se originaria un cilindro; En el primer caso DC

seria nula, y en el segundo DC seria igual 4 AQ-

y a IK

"y 3
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PROPOSICION IX.
LEMA.

Sean AB, BC, CD muchos lados sucesivos de un po-
ligono regulur , O su centro, y Ol el radio del circulo
inscrito , si supomemos que la porcion de poligono ABCD,
que cae G un lado del didmetro FG , da una revolucion al
rededor de €l , la superficie trazada por ABCD tendrd por
medida MQ xcirc. OI, siendo MQ la altura de esta su-
perficie, 6 la parte del exe comprehendida entre las
perpendiculares extremas AM , DQ. ‘

Siendo el punto I medio de AB, ¢ IK una perpen-
dicular al exe baxada desde el punto I, la superficie tra-
zada por AB tendri por medida AB xcirc, IK *. Tirese
AX paralela al exe; los tridngulos ABX, OIK tendrin
sus lados respectivamente perpendiculares , esto es, OI
4 AB, IK 4 AX, y OK 4 BX: luego estos triangulos
son semejantes, y dan la proporcion AB: AX=MN::
OI: IK, 6:: circ. OL: circ. IK : luego ABxcirc. IK=
MN xcirc. OI. Donde vemos que la superficie trazada
por AB es igual 4 su altura MN multiplicada por la cir-~
cunferencia del circulo inscrito. Igualmente la superfi-
cie trazada por BC es igual a NP xcirc. OI , la trazada
por CD, =PQ xcirc. Ol. Luego la superficie trazada por
la porcion de poligono ABCD tiene por medida (MN
= NP+ PQ) xcirc. OI, 6 MQx circ. OI: luego es igual
4 su altura multiplicada por la circunferencia del circu-
lo inscrito. '

Corolario. Si el poligono entero tiene un nmimero par
de lados, y el exe FG pasa por dos vértices opuestos F
y G, la superficie entera trazada por la revolucion del
semipoligono FACG ser igual 4 su exe FG multiplicado
por la circunferencia del circulo inscrito. Este exe FG
serd al mismo tiempo el didmetro del circulo inscrito.

N
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PROPOSICION X.
TEOREMA.

La superficie de la esfera es igual 4 su diémetro mul-
tiplicado por la circunferencia de un circulo mdximo.

.Digo 1.° que el didmetro de una esfera multiplica-
do por la circunferencia de su circulo maximo no puede
ser medida de una e;fera mayor. Porque sea , si es po-
sible , AB xcirc. AC la superficie de la esfera , cuyo ra- Fig. 264
dio es CD. , :

Circunscribase al circulo, cuyo radio es CA, un po-
ligono regular de un nimero par de lados que no en-
cuentre 4 la circunferencia, cuyo radio es CD. Sean M
y S dos dngulos opuestos de este poligono , y hagamos
girar el semipoligono MPS al rededor del diimetro MS.

- La superficie trazada por este poligono tendra por
medida  MSx circ. AC % ; pero MS es mayor que AB:wp, g,
luego la superficie trazada por el poligono es mayor que
AB xcirc. AC, y por consiguiente mayor que la super~
ficie de la esfera, cuyo radio es CD. Pero es asi que
la superficie de la esfera es mayor que la trazada por
el poligono , pues la primera rodea enteramente 4 la se-

nda: luego 1.° el didmetro de una esfera multipli-
cado por la @rcunferencia de su circulo miximo no
puede ser medida de la superficie de otra esfera mayor.

Digo 2.° que este mismo producto no puede expre-
sar la superficie de una esfera menor. Porque sea, sies
posible , DE x circ. CD la superficie de la esfera, cuyo
radio es CA. Se hard la misma construccion que en el
caso primero, y la superficie del sélido engendrado por
el poligono sera siempre igual 4 MS x circ. AC. Pero
MS es menor que DE, y circ. AC menor que circ. CD:
luego por estas dos razones la superficie del sélido for-
mado por el poligono seria menor que DE x circ. CD, y
menor por consiguiente que la superficie de la esfera,
cuyo radio es AC, Pero al contrario la superficie trazae
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da por este poligono es mayor que la superficie de Ia -
esfera, cuyo radio es AC, pues la primera cubre ente-
ramente 4 la segunda : luego 2.° el didmetro de una es-
fera multiplicado por la  circunferencia de su circulo
méximo no puede expresar la superficie de una esfera
menor.

Luego la superficie de la esfera es igual 4 su did~
metro multiplicado por la cucunferenaa de un circulo
maximo.

Corolario. La superficie del circulo maximo se mide
multiplicando su circunferencia por la mitad del radio
6 la quarta parte del didmetro: luego la superficic de la
esfera es quadrupla de la de uno de sus circulos mdximos.

Eseolio, Habiendo medido y comparado ya la su-
perficie de la esfera con superficies planas, serd ficil
ballar el valor absoluto de los. usos y tridngulos esféri-
cos, cuya relacion con la-superficie total de la esfera
queds ya determinada,

Primeramente, el uso esférico , cuyo dngulo es A,
es 4 la superficie de la esfera como el dngulo A es 4
quatro dngulos rectos ¥ , 6 como el arco de circulo md-
ximo que mide el angulo A es 4 la circunferencia de di-
cho circule. Pero la superficie de la esfera es igual 4
esta circunferencia multiplicada por el didmetro : luego
la del uso esférico es igual al arco que d¥ide su dngulo
multiplicado por el didmetro, -

En segundo lugar todo tridngulo esfénco es equiva-
lente 4 un uso esferico , cuyo dngulo es igual 4 la mi~
tad de la diferencia entre la suma de sus tres .ingulos
y dos rectos *. Sean P, Q, R los arcos de circulo mai-
ximo que miden los tres dngulos del tridngulo ; sea C
1a circunferencia de un circulo méximo , y D su didme-
tro. El tridngulo esférico serd equivalente al uso esférie
+Q+,R *C,ypor
P+Q+R—1}C )

[ ]

€0 , cuyo dngulo tiene por medida

consiguiente su superficie serd D x (
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Asi, en el caso del tridngulo tri-rectingulo, cada
uno de los arcos P, Q, R es igual 4  C, su suma es
3C,elexcesodeesta suma 4§ Ces 7 C, y su mitad
=3C: luego la. superficie del tridngulo tri-rectingulo
=3Cx D, que es la octava parte de la superficie total
de la esfera.

La medida de los poligonos esféricos se deduce in-
mediatamente de la de los tridingulos, y estd ademas
enteramente determinada por la prop. xxiv , lib. vir,
pues la unidad de medida , que es el tridngulo tri-rec-
tangulo , acaba de'valuarse en syperficie plana.

PROPOSICION XL
| LEMA.

Supuestas las mismas cosas que en la proposicion 1x, Fig. 269.
si ademas el punto F , extremo del exe, es uno de los
vértices del poligono , y tenemos FK<FO ; digo que la
superficie engendrada por la porcion del poligono FAIL,
<compuesta de. muchos lados enteros FA y la mitad de otro
Al, es menor que FK x circ. OL ’

Porque la superficie trazada por la parte FA tiene
- pormedida * FMx circ. Ol , y la superficie trazada por * Pr. 9.
el semilado Al tiene por medida Alx( % circ. AM~ %

- cire. IK) *. AM es. menor que IK, por ser FK menor # Pr. 8.
que FO : luego la superficie trazada por AI es menor

que Al xcirc. IK 4 6 su igual MK x circ. OI : luego la su-
perficie entera trazada por FAI es menor que FMx

circ, OI 4+ MK x circ. OI , 6 FKx circ. OL -

PROPOSICION XIL
TEOREMA.
La superficie de una zona esférica qualquiera es igual

al producto de su altura por.la circunferencia de un circu-
lo mdximo.
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Sea desde luego AB un areo menor, 6 4 lo ménos no
mayor que la quarta parte de la circunferencia, y tire-
se al radio AC la perpendicular BD: digo que la zona
descrita por la revolucion del arco AB al rededor de
AC tiene por medida AD x circ AC.

Porque supongamos primeramente que esta zona ten-
ga una medida mayor, y sea, si es posible, esta medi-
da = DE x circ. AC. Circunscribase al arco AB una por-
cion de poligono regular Bxyzu, que no encuentre al
arco descrito con el radio CE, y que esté compuesto de
muchos lados enteros uzyx, y de un medio-lado Bx (1).
Esto sentado, la superficie trazada por el poligono Bxyzu,

. girando al rededor de Du, es menor que Du x circ. AC¥,

y con mayor razoa menor que DE xcirc. AC, que, por
hipotesis, es la medida de la zona trazada por AB. Lue-
go la superficie descrita por el poligono seria menor que
la descrita por el arco inscrito ; pero es al contrario, la
primera superficie es mayor que la segunda, pues la
cubre por todas partes : luego seria absurda la suposi-
cion : luego 1.° la medida’ de una zona esférica no pue-
de ser mayor que el producto de su altura por Ia circun-
ferencia del circulo maximo.

Digo en segundo lugar que la medida de una zona
esférica no puede ser menor que el producto de su al-
tura por la circunferencia del circulo mdiximo, porque
supongamos que se trata de la. zona trazada por el arco
FE, y sea, si es posible, la medida de esta zona=
GE x circ. AC menor que GE x circ. CE. Inscribase en
el arco EF una porcion de poligono regular EMNF,
cuyos lados no encuentran al arco descrito con el radio
CA, y bixese al lado EM la perpendicular CI. La su~
perficie trazada por el poligono EOF tendrd por medi-
da EG x cire. CI *, mayor que EG x circ. CA que, por
suposicion, es la medlda de la zona descrita por el arco

(1) Estas dos condiciones se cumplen dividiendo el arco AB en
un nimero impar de partes iguales, una de las quales Am sea me-
nor que AT, detsrminada por la tasgeate ET tirada al punto E.
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FE. Luego la superficie trazada por el poligono FOE
seria mayor que la zona descrita por el arco circuns
crito FE ; pero, al contrario, la segunda superfi=
cie es mayor que la primera, pues la cubre por todas
partes: luego 2.° la medida de una zona esférica no pue-
de ser menor que el producto de su altura multiplicada
por la circunferencia de un circulo maximo,

Siguese de aqui que la zona deserita por el arco DF gy 44,
tiene por medida OD x circ. DC, 4 lo ménos en tanto
que el arco DF no exceda 4 la quarta parte de la cir-
cunferencia. Pero la esfera entera, compuesta de dos zo-
nas descritas por los arcos DF y FE, tiene por medi-
da DE x circ. DC, 6 OD x circ. DC + OE x circ. DC:
luego una vez que OD x circ. DC es igual 4 la zona des-
crita por el atco DF , serd menester que OE x circ, DC
sea igual 4 la zona descrita por el arco FE , mayor que
la quarta parte de la circunferencia : luego toda zona de
una base tiene por medida su altura multiplicada por la
circunferencia de un circulo mdximo.

Consideremos finalmente una zona qualquiera descri-
ta por la revolucion del arco FH al rededor del exe DE,
y béxense al exe las dos perpendiculares FO, HQ. La
zona descrita por el arco DF tiene por medida DO x cire,
DC: la descrita por el arco DH = DQ xcirc. DC: lue-
go la diferencia entre estas dos zonas, 6 la zona descrita
por el arco FH , tiene por medida ( DQ — DO) x circ.
DC, 4 OQ x circ. DC. Luego toda zona esférica de ung
© dos bases tiene por medida el producto de su altura
por la circunferencia de un circulo mdximo. v i
. Corolario. Dos zonas estan entre si como sus alturas,
y una zona qualquiera es 4 la superficie de la esferg co~
mo la altura de la zona es al diametro.

33
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PROPOSICION XIIIL
' TEOREMA.

Fig. 266. Si el triangulo BAC y el rectangulo BCEF, de una
¥ 267. misma base y altura, giran simultaneamente al rededor de
la base comun BC, el sdlido descrito por la. revolucion del
tridngulo serd la tercera parte del almdro trazado por la
revolucion del rectdngulo.

Fig. 266. - Buxese al exe la perpendicular AD

El cono trazado por el tridngulo ABD es ‘la tercera

e prg parte del cilindro formado por el rectingulo AFBD ¥;

ignalmente el cono descrito por el tridnguto ADC es la.

tercera parte del cilindro formado por el rectingulo

ADCE:: luego la suma de los dos conos, 6 el solido des-

crito por ABC, es la tercera parte de la suma de los

dos cilindros , 6 del cilindro descrito por el rectangulo
BCEF.

Fig. 267.  Si cayese la perpendicular AD fuera del tridngulo,
entonces el solido descrito por ABC seria la diferencia
de los conos descritos por ABD y ACD; pero al mis<
mo tiempo el cilindro descrito por BCEF seria la di-
ferencia de- los cilindros descritos por AFBD y AECD.
Luego el s6lide trazado ‘por la revolucion del tridngulo
serd siempre la‘tercera parte del cilindro formado pog
la revolucion dél rectingulo de la misma base y altura,

- Escolio; ‘EI circulo cuyo radio es AD tiene por su~
perﬁcle 7 x(AD )*: luego » x (AD)* x BC es la medi-
da del cilindro descrito por BCEF, y I 7 x (A D)’
BC es-la'del sohdo descmo por el tnangulo ABC :

“[

-
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PROPO SICION XIV.
PROBLEMA.

Supomendo que el tridngulo CAB da una revoluczon al Fig. 268.
rededor de la linea CD , tirada arbitrariamente fuera del
tridngulo por su vértice C hallar la medida del sdlido ast
engendrado.

Prolonguese el lado 'AB hasta que encuentre al exe
CD en D. Desde los puntos A y B’ baxense al exe las
perpendiculares AM, BN. :

. El sojido vrazado por el tridngulo ADC tiene por
medida* 7 x (AM)* x CD. El solido descrito - por el ®Pr. 53.
triéngulo ‘CBD » =37 x(BN)? xCD: Tuego la difes
rencia de estos solidos, 6 el solido formado por ABC;
tendraz por medida f ». (( AM)? — (BN ) ) x CD.

Podemos dar otra forma 4 esta expresion. Desde el
punto I, medio de AB, tirese IK perpendicular 4 CD, y
por el punto B, BO paralela 4 CD; tendremos* AM ~+ * 1. 3.
BN = :IK, y AM + BN = AO: luego (AM + BN)x
(AM—BN), 6 (AM)? — (BN)* = zIK x AO¥. Por # 40, 4,
consngulente el solido de que se trata esta expresado por
7 xIKx AO x CD. Pero si baxamos 4 AB la perpen-
dicular CP, los tridngulos ABO, DCP serdn semejantes,

y dardn la proporcion AO< CP : AB:CD; de donde
resylta AO x CD =CP x AB; por otra parte CP x AB
es duplo del drea del tridngulo ABC, y asi tenemos AO x
CD =2 ABC: luego la solidez descrita por el tnangulo
ABC tiene tambien por medlda ¢+ x ABC x KI, ¢,
lo que es todo uno, ABC x % cire. KI; ( porque czrc IK
=127 IK). Luego el sdlido’ formado por la revolucion
del trigngulo ABC tiene por-medida el drea de este tridn-
gulo multiplicada por los dos tercios de la czramferencta
que describe el punto I, medio de la base.

- Corolario. Si el lado AC = CB, la linea CI sera per- Fig, 16g.
pendicular 4 AB el area. ABC sera. 1gual 4 ABx 1 Cl, vy
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la solidez $7 xABC x IK se transformar en 2+ x AB x
IK x CL. Pero los tridngulos ABO , CIK son semejantes,
y dan la proporcion AB: BO=MN:: CI : IK; luego
AB x IK =MN x CI; luego el s6lido trazado por el triin-
gulo isosceles ABC tendra por medida 2- x MN x (CI ).2
Escolio. En la demostracion anterior suponemos que
fa linea AB prolongada encuentra al exe; pero no de-
xarian de ser los resultados igualmente ciertos, siendo Ia
linea AB paralela al exe. ‘

* Con efecto, la medida del cilindro descrito por
AMNB es 5. (AM)? x MN, el cono trazado por ACM
= §7x (AM)* xCM, y el formado por BCN =1, x
(AM)* x CN. Sumando los dos primeros s6lidos y res-

" tando el tercero, tendremos para valor del sélido des-

Fig. 163.

erito por ABC, 7 x (AM)? x (MN ~- I CM — ICN)
y ya que CN — CM =MN, se reduce esta expresion
4 7x (AM)? x3 MN, ¢ 37 (CP)* x MN, lo que coin-
cide con los resultados ya hallados. :

PROPOSICION XV,

TEOREMA.

Sean AB , BC, CD, muchos lados sucesivos de un po-
Ugono regular , O su centro, y Ol el radio del circulo ins-
erito’; si imaginamos que el sector poligonal AOD, situado
G un mismo lado del didmetro FG , da una revolucion al
rededor de él, el sdlido descrito tendrd por medida 37 x(OI)?
x MQ, siende MQ la porcion del exe terminada por las
perpendiculares extremas AM , DQ,

Con efecto , una vez que es regular el poligono, to-
dos los tridngulos AOB, BOC, &e. son iguales ¢ isésceles.
Segun el corelario anterior , el solido producido por. el
triangulo isosceles OAB tiette por medida 37 x (OI)? x

- MN, el solido deserito por el tritngulo BOC = 2 = x (OI)®

x NP,y el sélido_formado por el tridngulo. COD = 37Tx
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(O1)*xPQ ; luegola suma de estos sélidos, 6 el sélido en-
tero descrito por el sector poligonal AOD, tendri por me~
dida37(OI)* x (MN-NP+PQ)=37 x(OI2xMQ.

PROPOSICION XVIL
TEOREMA.

Todo sector esférico tiene por medida la zona que le
sirve de base multiplicada por el tercio del radio, y la es
fera entera es igual al producto de su superficie por el ter=
cio del radio. : -

Sea ABC el sector circular que, girando al rededor Fig. a7r.
de AC, traza el sector esférico; siendo AD x circ. AC
=27 x AC x AD el valor de la zona descrita por AB*, * Pr. 13.
digo que el sector esférico tendrd por medida el produc-
to de esta zona por £ AC, 6 37 x (AC)? x AD. -

En efecto, 1.° Supongamos, si es posible, que 2 » x
(AC)? x AD sea la medida de un sector esférico mayor,
por exemplo, del sector esférico descrito por el sector cir-
cular ECF semejante 4 ACB. '

Inscribase en el arco EF la porcion de poligono re-
gular EMNF, cuyos lados no encuentren al arco ABj
imaginemos luego que el sector poligonal ENFC gira al
rededor de EC al mismo tiempo que el sector circular
ECF. Sea CI el radio del circulo inscrito en el poligono,

y béxese 4 EC la perpendicular FG. El solido descrito

por el sector poligonal tendrd por medida * % x.-(CI)’ * Pr. g
x EG; pero CI es mayor que AC por construccion, y
EG> AD, porque, tirando AB, EF, los tridngulos EFG
y ABD, que son semejantes, dan la proporcion EG: AD::
EF : AB :: CF : CB; luego EG > AD.

Por estas dos razones 2 » x (CI)* x EG es mayor
que 3 = x (CA)* x AD: la primera expresion es la me~
dida del sélido trazado por el sector poligonal; la segun-
da es, por hipétesis, la del sector esférico descrito por
el sector circular ECF : luego el sélido formado por el
sector poligonal seria mayor que el sector esférico des-
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crito por €l sector circular ECF. Pero, al contrario, el
solido de que tratamos es menor que el sector esférico
que le contiene: luego es absurda la suposicion: luego 1.°
la zona 6 base de un sector esférico multiplicada por el
tercio del radio no puede ser .medida dé un sector esfé-
rico mayor.

Digo 2.° que este producto no puede expresar un sec-
tor esférico mayor. Porque sea CEF el sector circular,
que ha producido con su revolucion el sector esférico da-
do, 'y supongamos, si es posible, que 37 x (CE)? x EG.
sea la medida de un sector estérico menor, v. gr. del
~ engendrado por el sector circular ACB.

Permaneciendo la misma la construccion anterlor,
el solido producido por el sector poligonal, tendra siem-
pre por medida 27z x (CI)* x EG. Pero CI es me-
nor que CE: luego el solido es menor que 27 x(CE)*
x EG, que, segun lo supuesto, es la medida del sector
esférico descrito por el sector circular ACB. Luego
el solido descrito por el sector poligonal seria me-
nor que el sector esférico producido por ACB; pero es
asi- que el solido de que tratamos es mayor que el sector
esférico; pues este esti contenido en el otro. Luego 2.° es
imposible que la zona de un sector esférico multiplicada
por la tercera parte del radio sea medida de un sector
esférico menor.

Luego todo sector esférico tiene por medida la zona
. que le sirve. de base multiplicada por la tercera parte
del radio. ot

Un sector circular ACB puede ir creciendo hasta
llegar 4 ser igual al semicirculo, en cuyo caso el sector
estérico producide por su revolucion es la esfera entera.
Luego la solidez de la esfera es igual al producto de su
superficie por la tercera parte del radio. © - .

Corolario. Estando las superficies de las esferas en-
tre si como los quadrados de sus radios, sus superficies
multiplicadas por los radios son como los cubos de di-
chos radios.. Luego las sol‘idece;vde dos),e:fems,, estan entfe
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st como los cubos de sus radios, 6 como los’ culm de sus.
didmetros.

Escolio. Sea'R el radio de una esfera “su superﬁ-

cie serd 4 7 R*, y su solidez 4 » R? x IR = 47R.2 St

llamamos D el didmetro, tendrémos R = }D , yR?

_,,.D3 luego la expresion de la solidez serd tambxen :

$rx§D*=}7 D |
PROPOSICION XVIL -
“TEOREMA. _
La superficie de la: esfera es & la superficie total del
cilindro circunscrito (comprehendiendo sus bases) como. 2:

3« Las solideces de estos dos cuerpos estdn etttre sien la
misma razon.

Sea MPNQ el circulo miximo de Ia esfera, ABCD Fig. a7,

el quadrado circunscrito. Si hacemos girar ‘al mismo
tiempo el semicirculo PMQ y el semx—quadrado PADQ
al rededor del didmetro PQ, el semicirculo trazara la
esfera, y el seml—quadrado producivd el uhndro cifcuns-
crito 4 ella. '

‘La altura AD de este cilindro es igual al dlametro
PQ, la base del cilindro es igual al circwlo miximo; pues
tiene por didmetro AB = MN:. Juego la superficie cot-

vexd del cilindro *.es igual 4 la circanferencia del circu—~ o py, 4,

lo méximo multiplicada por su didmetro. Esta medida es
la misma que la'de la superficie de la esfera *; de don-
de se deduce que. la superficie de la esfera es zgual la
superficie convexd del cilindro circumstrite: . v &t
Pero la superficie de la esfera es igual 4 la de quatro
circulos maximoés :- laiegoﬂ la superitie .con¥éki del cilin=-
dro es igual tambien 4 la de quatro circulos miximos;
si afadimos las dos bases que:valen dos circulos maixi-
mos, la euperﬁcte total del cilindro circunscrito sera igual

4-seis. circulos: miximos: luego la,superfigie de’ d’a‘e<fera o

es- & Lusuperficie total'del cilindro circunscrito como 4 ss

* Pr. 10
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46, 6 como dos es 4 tres. Esta es la primera parte que
nos propusimos demostrar.

En segundo lugar, una vez que la base del cilindro
circunscrito es igual 4 un circulo maximo, y sua altura al
didmetro, la solidez del cilindro sera igual al circulo m4-

® Pr. 1. ximo multiplicado por el didmetro*. Pero la solidez de
la esfera es igual al producro de quatro circulos méxi-
®Pr. 6.mos por la tercera parte del radio¥*, 60, lo que es todo
uno, al producto de un circulo mdximo por % del ra-
dio, 6 2 del didmetro: luego la esfera es al cilindro cir-
cunscrito como 2 es 4 3, y por consiguiente las solideces
de estos dos cuerpos estan entre si como sus superficies.-

Escolio. Si imaginamos un poliedro cuyas caras to~
quen todas 4 la esfera, podremos considerarle como piv
ramides cuyo vértice comun es el centro de la esfera, y
cuyas bases son las diferentes caras del poliedro. Claro
estd que la altura coman de todas estas pirdmides ser#
el radio de la esfera, de modo que cada pirdmide serd
igual 4 I3 cara del pohedro que la sirve de base multi-
plicada por Ia tercera parte del radio: luego el poliedro
entero ser4 igual 4 su superficie multiplicada por el ter-
cio del radio de la esfera inscrita.

Vemos pues que las solideces de los poliedros cir=
eunscritos 4 la esfera estin entre si como las superficies
de estos mismos poliedros: Asf la propiedad que hemos
demostrado para el clhndn:d circunscrito es comun i otros \

infinitos cuerpos. :

Se pudiera haber notado lgualmente que las super- |
ficies de los polngonos circupscritos al . cx:culo estan entre
si como sus pertmetros. , :

S PROPOSICION xvm
PROBLEMA. P | i

Fig. a73.  Suponiendo que el - segmemé circular BMD da una re«
volucion al rededor del didmetre AG, exterior Geste seg~
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mento, hallar el valor del sélido engendrado.

Bixense al exe las perpendiculares BE, DF ; tirese
CI. perpendicular 4 la cuerda BD, y tirense los radios
CB, CD. :

El solido descrito por el sector BCA =~ & x (CB)?
x AE *; el solido descrito por el sector DCA = 27 x # py. 14,
(CB)? x AF : luego la diferencia de estos dos solidos, 6
el solido producido por el sector DCB = 2 = x (CB)2x
(AF — AE)= 2 » x(CB)* x EF. Pero el solido trazado
por el tridngulo. DCB tiene por medida 3 » x (CI)? x
EF *: luego el solido descrito por el segmento BMD = # pr, 14,
37 x EF x ((CB)? — (CI)?). Pero en el tridngulo rec-
tangulo CBI tenemos (CB)*—( CI);=(BL)* = (BD)*: .
- luego el solido descrito por el segmento BMD tendrd por
medida 3 7 x EF x §(BD)?, 6 § = x(BD)* x EF.

PROPOSICION XIX.
TEOREMA.

Todo segmento de esfera comprehendido entre dos pla-
nos paralelos tiene por medida la semisuma de sus bases
multiplicada por su altura , mas la solidez de la esfera
de que es didmetro esta misma altura.

Sean BE, DF los radios de las bases del segmento, Fig- 273
EF su altura, de modo que el segmento esté producido
por la revolucion del espacio circular BMDFE al rededor
del exe FE. El solido descrito por el segmento BMD * » pr, 18,
es igual 4 £ » x (BD)* x EF, el tronco de cono trazado
por el trapecio* BDFE =3 7 x EFx ((BE )? + (DF)?+- * Pr. 6.
BE x DF ): luego el segmento de esfera, que es la suma
de estos dos solidos, =37 x EF x (2 (BE)? +2 (DF)?
—+ 2BE x DF + (BD) ?). Pero tirando BO paralela 4
EF, tendremos DO = DF — BE, (DO )* = (DF )*—
aDF x BE «+ (BE)**, y por consiguiente (BD)2= #g. 3.
(BO)? +-(DO)* = (EF * + (DF)* — 2DF x BE +
(BE).* Substituyendo este valor en lugar de (BD)* en

. 34



€ Pr. 14.
Escol.

266 GFOMETRI(A.

la expresion del segmento, y borrando lo que se des-
truye, tendremos para solidez del segmento z 7 x EF x
(3(BE)* + 3(DF)? 4+ (EF)*), expresion que se des-
compone en dos partes, la una 37 x EF x (3 (BE)? +

3(DF)), 6 EF x (7. (BE)? + . (DF).’

2
ma de las bases multiplicada por la altura; la otra {7 x
(EF ) representa la esfera cuyo didmetro es EF¥: lue-
go todo segmento de la esfera &c.

Corolario. Si es nula una de las bases , el segmento de
que se trata se transforma en un segmento estérico de
una sola base: luego todo segmento esférico de una base
tiene por valor la mitad del cilindro de la misma base y
altura , mas la esfera de que es didmetro esta altura.

es la semisu~

Escolio general.

Sea R el radio de la base de un cilindro, H su al-
tura ; la solidez del cilindro seri » R 2 x H, 6 7 R 2H.

Sea R el radio de la base de un cono, H su altura;
su solidez sera 7 x R? x 3H, 6 R 2H.

Sean A y B los radios de las bases de un cono trun—
cado, H su altura ; la solidez del tronco de cono ser2
37 H (A* + B? + AB).

Sea R el radid de una esfera, su solidez serd ¢7 R.?

Sea R el radio de un sector esférico, H la altura de
la zona que le sirve de base; la solidez del sector sera
37 R *H.

Sea P y Q las dos bases de un segmento esférico,

. P
H su altura; la solidez de este segmento sera( + Q)
2
x H+ 3z 7= H?
.« Siel segmento esférico no tiene mas que una base P,
siendo nula {a otra, su solidez serda §PH~+ = H.?

FIN DE LOS ELEMENTOS DE GEOMETRIA.
.

N



NOTAS

A LOS ELEMENTOS DE GEOMETRI{A,

NOTA L
Sobre algunos mombres y definiciones.

Se han intredacido en esta obra algunas expresiones y
definiciones nuevas, con el fin de dar al lenguage geomé-
trico mas exictitnd y precision. Vamos 4 manifestar estas
mudanzas , y proponer otras varias , que podrian desempe-
flar mas completameme el mismo objeto.

En la definicion ordinaria del paraleligramo rectingu-
lo y del quadrado , se dice que los ingulos de estas figu-
ras son rectos ; seria mas exfcto decir que sus ingulos son
iguales. Porque suponer que los quatro ingulos de un qua-
drilitero pueden ser rectos, y aunque los 4ngulos rectos son
iguales entre si, es suponer proposiciones que necesitan de-
mostrarse. Se evitaria este y otros muchos inconvenientes del
mismo género, si, en vez de poner las definiciones, como
se acostumbra al principio de un libro, se distribuyesen en
el cuerpo del libro, cada una donde esti la demostracion
que ya supone. o ...

La palabra paraleligramo , segun su etimologia , signi-
fica lineas paralelas, y conviene igualmente 4 la figura de
quatro lados que 4 la de seis, de ocho , &c., cuyos lados
opuestos sean paralelos. La voz paralelepipedo signitica tam-
bien planos paralelos, y lo mismo se aplica al solido de seis
caras, que al de ocho, diez, &c., con tal que las opuestas

(Y]
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sean paralelas. Parece, pues, que las denominaciones de pa-
ralelégramo y de paralelepipedo, que tienen ademas el in-
conveniente de ser demasiado largas, deberian excluirse de .
la Geometria. Podrian substituirse en su logar las de rambo
y romboide , que son mucho mas cémodas, y conservar el
nombre de losango al quadrilitero, cuyos lados son iguales.
La palabra inclinacion debe entenderse en el mismo sen-
tido que la de 4ngule'; una y otra indican la posicion de
dos lineas 6 de dos planos que se encuentran, o que,si se
prolongasen , se encontrarian. La inclinacion de dos lineas
es nula quando el ingulo es nulo; esto es, quando coinci-
den 6 son paralelas. Ea inclinacion es mayor quando lo es
el dngulo, 6 quando forman un ingulo muy obtuso. La
propiedad de 3admr:e esti tomada en un sentido distinto;
una linea se /adea tanto mas sobre otra, quanto mas se
aparta de la perpendicular. '
Euclides y otros Autores llaman freqiientemente rridn-
Zulos iguales 4 los tridngulos que solo lo son en superficie,
y sélidos iguales 4 los que solo tienen solideces iguales.
Nos ha parecido. mejor llamar 4 estos tridngulos 6 2 estos
sélidos , tridngulos o6 sélidos equivalentes , y reservar la
denominacion de tridngulos iguales, sblidos iguales , 4 los
que pueden coincidir por superposicion. :
Es ademas necesario distinguir en los sélidos y en las
superficies curvas dos especies de igualdad, que son distin-
‘tas una de otra. Con efecto, dos sélidos, dos angules sé-
lidos, dos tridngulos & poligonos esféricos , pueden ser
iguales en todas las varias partes que los constituyen, sin
que por eso coincidar por superposicion. No parece que se
ha hecho esta observacion en los libros elementales ; y sin
embgsgo, por falta de poner cuidado en ella, ciertas demos--
traciones, fundadas en la coincidencia de las figuras , care-
cen de exictitud. Tales son las demostraciones con que mu-
chos autores pretenden probar la igualdad de los triangulos
esféricos en los mismos casos, y del mismo modo que la de
los tridngulos rectilineos; y hay de ello sobre tode un exem-
{)lo manifiesto, quando Roberto Simson (1), impugnando
a demostracion de la proposicion XX VII, lib. XI de Eu-
clides, comete él mismo la falta de fundar su demostracion
en una coincidencia que no existe. Hemos creido por con-

(1) Véase la obra de este autor intitulada Euclidis Elemente-
rum libri sex ,.etc. Glasquee , 17736, . . ,
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siguiente deber dar un nombre particular 4 esta ignaldad, que
o estriva en la coincidencia, y la hemos llamado igualdad
por simetria, y las-figuras que se hallan en este caso, las
denominamos figuras simétricas. C :

Asi que las denominaciones de figuras fguales, figuras
simétricas , figuras equivalentes, se refieren 4 cosas distin-
tas, y no deben con?undirse en una sola denominacion.

n las proposisiones concernientes 4 los poligonos, 4n-
gulos sélidos y poliedros, hemos excluido absolutamente
todos los questuviesen 4ngulos entrantes. Porque ademas que
conviene limitarse en los elementos 4 las figuras mas senci-

- llas , si no se verificase esta exclusion, ¢ no serian verdade-
ras ciertas proposiciones, & seria preciso modificartas. Nos
hemos, pues, ceilido 4 considerar las lineas y superficies
que llamamos convexds,y que son tales, que una linea
recta no puede cortarlas en dos puntos.

Hemos empleado con freqiiencia- la expresion , producto
de dos 6 mas lfneas, por la qual entendemos el producto
de los nimeros 4 que son iguales estas lineas , valuindolas
segun una unidad lineal tomada 4 discrecion. Una vez fixa-

do el sentido de esta exi)resion » no hay dificultad alguna -

-~ en usarla quando sea del caso. Lo mismo se entenderia lo
que significa el producto de una superficie por una linea,
de una superficie por un sélido, &c.: basta haber diche,
de una vez para siempre , que estos productos se consideran
6 deben considerarse come productos numéricos, cada une
de 'la especie que le conviene. Asi el producto de una su-
perficie por un sélido no es otra cosa que el producto de
un némero de unidades sélidas por un némero de unidades
superficiales. , S

Regularmente en el lenguage & en los escritos se usa ka
palabra dngulo para denotar el punto de interseccion de las
lineas que le forman: esta expresion es viciosa. Seria mas
elaro y mas exacto expresar por un nombre particular , como
el de vériices, v. gr., los puntos situados en los extremos
de los 4ngulos de un poligono ¢ de un poliedro. De este
modo se debe entender la denominacion de vértices de un
poliedro , de que hemos wsado. :

Hemos seguido la definicion ordinaria de figuras recti-
lineas semejantes; pero haremos ver que encierra condiciones
superfluas. Porque para construir un peligono, cuyo nime~
ro de lados sea 7, es preciso desde luego conécer un lado,
y saber ademas la posicion de los vértices de los ingulos
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situados fuera ‘de este lado. Pero el ndmero de estos 4ngu-
los es n—2, y la posicion de cada vértice exige dos datos:
de donde se deduce que el niimero total de datos necesarios
para construir un poligono de 7 ladases 1 422 —4, 6
2n—3. Pero en el poligono semejante hay un lado arbitra-
rio ; asi el ndmero de condiciones que se requicren para que
un poligono sea semejante 4 otro dado, es 27 — 4. Pero la
definicion ordinaria exige, 1.° que los dngulos sean iguales
cada uno al suyo, y esto causa # condiciones ; 2.° que los
lados homdlogos sean proporcionales, lo que causa » — 1
condiciones. Hay , pues, en todo 22 — 1 condiciones, y es-
“to hace que haya tres de mas. Para evitar este inconvenien-
te, se podria d);scomponer la-definicion en otras dos, asi:
1.0 Dos tridngulos son semejantes quando tienen
dos dngulos iguales cada uno al-suyo.
3.©  Dosipoligonos son semejantes quando en uno y
‘en otro se pueden formar igual nimero de tridngulos se-
mejantes y semejantemente dispuestos.

Pero para que esta dltima definicion esté exénta de con-
diciones superfluas , es menester que el nimero de triingulos
sea iguval al ndmero de lados del -poliedro ménos dos, y
esto puede suceder de dos maneras. Se pueden tirar diago-
nales desde dos ingulos homdlogos 4.los 4ngules opuestos,
y entdnces todos los tridngulos formados en cada poligono
tendri un vériice comun, y so suma serd igual al poligo-
no. O tambien se pucde suponer que todos los tridngulos
formados en un poligono tienen por base comun un lado
de dicho poligono , y por vértices los de los diferentes 4n-
gulos opuestos 4 esta base. Siendo en uno y ean otro caso
# — 2 el nimero de tridngulos formados de ambas partes,
‘el niimero de las condiciones de su semejanza serd 27 — 4,
y la definicion nada tendri de superflua. Sentada ya esta
nueva definicion , la otra seri un teorema, que se podra de-
mostrar inmediatamente.

Si la definicion de las fignras rectilineas semejantes es
imperfecta en los libros elementales, la de los sélidos polie -
dros semejantes , lo es mucho mas todavia. En Euclides
pende esta definicion de un teorema que no esti demostra-
do; y en otros autores tiene el inconveniente de ser dema~
siado redundante. Hemos desechado , pues, estas definicio-
nes de los sélidos semejantes, y hemos substituido otra,
fundada en los principios que acabamos de exponer. Pero
como hay otras muchas observaciones que hacer sobre este
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particular , las reservamos para una nota particular , que se
pondri luego.

- La definicion de la perpendicular & un plano puede
considerarse como un teorema ; la_de la snclinacion de dos
planos necesita tambien comprobarse con algun razonamien-
to, y otras muchas se hallan tambien en igual caso. Por.
esta razon , conservando las definiciones segun el uso anti-
guo , hemos cuidado de citar las proposiciones en que han
sido ya demostradas ; y 4 veces nas hemos contentado con
aiiadir una sucinta ac{aracion, que nos ha parecido su-
ficiente.. : R A

El dngulo formado por el encuentro de das planos, y
el dngulo sélido formado por muchos planos que concurren
en un mismo punto , son cantidades , cada una dé su espe-
cie , 4 las quales seria tal vez muy del caso dar nombres y

articulares. De otro. mqdo. es dificil evitar la obscuridad
as circunlocuciones quando se habla de la colocacion de los
El’anos que componen la superficie de un poliedro; y como
asta ahora se ha cultivado poco la tedrica de estos séli-
dos, hay ménos inconveniente en introducir expresioues
nuevas, si las reclama la naturaleza de las cosas.

Por mi voto se llamaria esquina el angulo formado por
dos planos; la arista de la esquina seria la comun intersec-
cion de los dos planos. Se sefialaria la esquina con quatro
letras, de las quales las dos medias corresponderian i la
arista ; y entdnces una esquina recta seria el angulo for-
mado por dos planos perpendiculares entre si. Quatro esqui=
nas rectas ocuparian todo el espacio angular sélido alrede-
dor de una linea dada. Esta denominacion nueva no impedi-
ria que la medida de la esquina fuese siempre el ingulo for-
mado por las dos perpendiculares tiradas en cada plano 4
un mitmo punto de la arista 6 interseccion comun.

Finalmente , se podria llamar angloide el espacio angu-
lar comprehendido entre muchos planos, que concurren
en un mismo punto. El angloide se sefialaria por la letra del

“ wértice acompafiada de tantas, como aristas reunidas hay
en el vértice ; el angloide recto estaria formado por tres pla-
nos perpendiculares entre si ;. ocho angloides rectos ocupa-
rian todo el espacio angular esférico alredédor de un punto,
y dps angloides rectos, unidos por una cara comun, for-
marian una esquina recta. , .

Basta un dato para. determinar la esquina, y se necesi-
tan muchos para determinar ¢l apgloide. En general,.todo
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angloide intercepta, en la superficie de una esfera descrita
desde su vértice como centro, un poligono esférico; y si
llamamos 7 ¢l niimero de lados de este poligono, el name-
ro de datos necesarios para determinar el poligono y el an-
gloide serd 21 —- 3. Por lo que mira al espacio angular, que
es el grandor efectivo de 'cada angloide, es proporcional al
irea del poligono esférico intetceptado.

, NOTA 1L

HAcerca de .un modo de demostrar analiticamente la
prop. XX del libro primers , y los demas teoremas
Jundamentales de la Geometria.

Se demuestra inmediatamente por la saperposicion , y sin
ninguna proposicion preliminar, que dos tridngulos son
iguales quando tienen un lado igual adyacente & dos
dngulos tguales cada uno al suye. Llamemos p el lado de
que se trata, A y B los dos 4ngulos adyacentes, C el 1er-
cer lade. Es preciso, pues, que el 4ngulo C esté entera-
mente determinado; quando se conocen los 4ngulos A y B
con el lado p; porque-si pudiesen corresponder muchos in-
gulos'C 4 los tres datos A, B, p, habria otros tantos
tridngulos diferentes , ‘que tendrian igual ua lado adyacen=
te 4 dos dngulos ighales, lo- que es imposible : luego el 4n-
gulo C debe ser una funcion determinada de las tres can-
tidades A, B, p ; esto se expresa asi C==¢: (A, B, p).

Sea el dngulo recto igual 4 la unidad , enténces los 4n-
gulos A, B, C, serin nimeros comprehendidosentre o y 2;
y ya que C==¢: (A, B, p), digo que la linea p no debe
entrar en la funcion ¢. En efecto; se ha visto que C debe
quédar enteramente determinada con solo los datos A, B, p,
sin mas ingulo ni linea alguna; pero la linea p es hetereo-
genea con los ndmeros A, B, C; y si tuviesemos ana equa-
cion qualquiera entre A, B, C, p, se podria sacar el valor
de pen A, B, C, de donde resultaria que p esigual 4 un
nimero, lo que es un absardo: luego g no puede entrar
en la funcion ¢, y tenemos simplemete C ==¢: (A, B)...(1).

(1) Se ha objetado contra esta demostracion que, si se aplica=
se al pie de la letra 4 los trifngulos esféricos , resultaria que dos
émgulos conocidos bastan para determinar el tercero, lo que no se
verificaen-estds triangulos. A -esto se responde , que en los tridn~
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* Esta férmula proeba ya, que si dos 4ngulos de un trian-
gulo son iguales 4 otros dos de otro triingulo, los terceros
deben ser iguales: y sentado ya esto, es ficil llegar al teo-
rema de que tratamos. : . :
Sea ABC un triingulo rectingulo en A ; desde el punto
A tirese 4 la hypotenusa la perpendicular ‘AD. Los ingulos
B y D del triangulo ABD son iguales 4 los 4ngulos By A
del triangulo BAC: luego, segun lo que acabamos de de-
mostrar , los terceros BAD y C son iguales. Por la misma
razog el 4dtfgulo DAC =B luegé BAD + DAC 6 BAC=
B 4 D; pera.el ingula'BAC es recto : luego los dos dngu-
los agudos de un triangulo rectdngulo walen juntos up
recto.

Sea ahora BAC un triingolo qualquier;, y BC un lado Fig. ¢.

que no sea menor qué cada uno de los otros dos. Si desde
el ingulo opuesto A se tira 4 BC la perpendicular AD,
esta perpendicular caeri dentro del triingulo ABC, y lo
dividira en dos tridngulos rectingulos BAD, DAC; pero
en el triingulo rectingulo BAD los dos ingulos BAD,
ABD valen juntos un recto; y en el triangulo rectingulo
DAC los dos éngulos DAC, ACD valen tambien un rec-
to. Luego los quatro reunidos, 6 solo los tres BAC, ABC,
ACB valen junros dos ingulos rectos : luego en todo tridn-
gulo la suma dz sus tres dngulos es igual & dos rectos.

Por aqui se vé que este teorema, considerado 4 priori,
no depende de una serie de proposiciones, y que se dedu-
ce inmediatamente del principio de la_homogeneidad , prin-
cipio que debe verificarse en toda relacion entre qualesquie~
xa cantidades. Pero sigamos ! ‘hagamos ver que se puede
sacar del mismo origen los demas teoremas fundamentales
de la Geomerria, . ;

Conservemos las mismas denominaciones que en el caso

.gulos esféricos hay un elemento mas que en los triangulos planos,

Fig. s,

|y este elemento es el radio de la esfera de que no se debe hacer

abstraccion. Sea , puss, r el radio , enténces en vez de tener C—=
¢ (A, B, p), tendremos C—¢ (A, B, p, r), 6 solamente
' S X §

.C:,Q.'(A, B,'-—),,,,e:{vi»rtu‘d de la léy\de Tos homogeneos.
r
_Pero una vez que la razon-—’;-es un ndmerb,'i‘gu’almente que A,
: Pabad '
:B, C, no hay inconveniente en que <2 10 se halle én la fun—
. [ 4 i<
(clom @, y enténces 0o se puede deducir Cz=¢(A; B):

35
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anterior , y ademas llamemos n el lado opuestoal 4ngalo A’
y 7 ¢l lado opuesto al ingulo B. La cantidad m debe que~
dar enteramente determinmada solo con las eantidades Ay
B, p: luego m es una funcionde A, B, p, y lo es tam~

bien _:; 5 de modo que poc:lémo.s hacer —%:*!': (A, B,p).
Pero % es un nfimero lo mismo que A y B: luego la fun-

cion ¥ no debe cantener la linea p, y tenemos solo %:
¥:(A,B),"'m=p ¥: (A, B). Del mismo modo tene-
mosn:P‘\}“:(B;A‘). R [ . . . s R N -
. Seaahora otro triangulo formado con los mismos ingu-
los A, B, C, 4 los quales estan respectivaménte opuestos
los lados m', n’, p'. Una vez que A y B son constantes,
tendremos en este nuevo tridngulo m'=p'-l (A, B), y »’
=p'd: (ByA) Luegom:m'::m:n':: p: p'. Luego en
os tridngulos equidngulos, los lados opuestos & los dngu<
los iguales son proporcionales. : - -
La proposicion del quadrado de la hypotenusa, sabemos
que es una serie de triangulos equiingulos. He aqui tres
proposiciones fandamentales de la Geometria , la de los tres
.‘m%ulos de un tridngulo, la de los triingulos equiingulos,
y la del quadrado de la hypotenusa , ‘que se¢ deducen in=
mediatamente y con mucha facilidad de la consideracion de
Ias funciones. Por ¢l mismo camino se pueden demostrar muy
sucintamente las proposiciones pertenecientes 4 las figuras y
solidos semejantes. ' ’
Sea ABCD uhb poligono qualquiera ; sobre el lado AB,
como ' base , férmense tantos trizngules ABC, ABD, &c.,
como angulos C, D, E, &c., hay hicia fuera, Sea la ba-
'se¢ AB=yp; sean A y B'los dos angufos del triangulo ABC,
adyacentes al lado AB; sean A’ y B’ los dos angulos del
trizngulo ABD adyacéntes al mismo lado AB, y asi suce-
sivamente. La figura ABCDE quedari enteramente determi-
hada, si se conoce el lado p con los ingulos Ay B, A*, B’,
‘A7, B”, &c., y el nimero de los datos séri en todo
‘87 --13 , Siendo # el mimero de los lados del.pbligono. Esto
sentado, un lado 6 una linea qualquiera «', tirada 4 discre=
cion en el poligono, seri una funcion de estos datos, y co-

mo -%dcbe'ser'un némero, se podri suponer — = ¥%
(&, B, A, B, &e.), 6 a=p¥:1 (A, B, A'; B, -&&:),
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y en la funcion¥ no se hallaré p. Si se forma un segundo
poligono coa los mismos dngulos A, B, A’, B', &c., y
otro lado p’, tendremos para la. linea #/ , correspondiente 4
su homdloga x , el valorx==p ¥:{A, B, A", B, &c.):
luego x: x”: 1 p: p'. Las figuras asi construidas se pueden
definic figuras semejantes: luego en-las figuras semejantas
las lineas homilogas son proporcionales. Asi, no solo los
aldos homdlogos, las diagonales homdlogas, sino tambien
las lieas. terminadas de un mismo modo en ambas figuras,
estan entre si como otras_dos lineas homdlogas qualesquiera.

Llamemods S la superficie'del primer poligono :” esta su-
perficie es homogenea :al quadradg g2 ;.luego es menester

s ; ,
que -sea un niimero que solo ‘contenga los 4ngulos A, B,

A’, B, &c. 3 de modo que tendrémos §'=p"2 "¢: (A, B,
A/, B', &c.). Luego S: 8 :: p2: p'? : luego las superfi-
cies de las figuras semejantes siguen la razon de los. qua-
drados de sus lados homilogos. .
" Tratemos ahora de los poliedros. Se puede suponer que

se determina una cara por medio. de un lado cdnocido p'y
de muchos dngulos A, B, C, &c. Ahora los vértices de
los 4dngulos sélidos, fuera de esta base, estarin determinados
cada uno por medio de tres datos, que se pueden mirar co-
mo otros tantos in ulos ; de modo, que la determinacion en~
tera del poliedro ggpende de un lado p , y de muchos 4n-
gulos A, B, C, &c., cuyo nimero varia segun la natura-
eza del poliedro. Esto sentado, una linea que une dos vée-
tices, 6, mas generalmente, toda linea « tirada determina-
dameaote en el poliedro, serd una funcion de los datos p,
: . . e TP I

A,B,Csy como'—:——' debe ser un ndmero, la funcion
gual 4 —:— salo 'conten'd‘riflo's) angulos A, B, C, &,
y podremos suponer x—po¢: (A, B, C, &c.) La super-
ficie del sdlido es homogenea 4 p? - ;y asi puede represen-
tarse por p? ¥: (A, B, C, &¢.); su solidez es homege,
neai p? , y puede representarse por p® I1: (A, B,C, &c.),
siendo independientes de g las funciones sefialadas por ¥ y IT-
" Constriiyase un segundo sdlido con los mismos dngu.
los A, B, C, &c., y un lado p’ diferente de p; & los s6-
lidos construidos de este modo llamaremos sélidos semejan~
tes; y sentado ya esto , la linea que era g o &A,.B, G, &9.),
[ simplemente p ¢en un sdlido , serd p'oenel otro; yasila

oo s



276

suﬁerﬁcie que era
soli
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#® ¥ en el uno, serd p'2 enel otro; la

dez, que en uno era p3 I1, seri p’3 M en el otro. Lue-

80 1.2 los sélidos

semefantes tienen los lados 6 lineas ho-

mélogas proporcionales; 2.° sus superficies son como los

uadrados de los

os cubos de estos mismos lados.

lados homélogos 5 3.° sus .fal'ifie'c::r como

1

Estos mismos principios se aplican con facilidad al circu~-
. . . 4
Jlo. Sea ¢ la circunferencia » Y § la superficie del circulo, cu=

.yo radio es . Ya

que no puede haber dos circulos desigua-

. , ¢ s
Ies trazados con un mismo radio , las cantidades — Y

deben- ser funciones determinadas de r; pero como estas
cantidades son niimeros, no debe haliarse en su expresion la

’ c ) 8 .
linea 7 ; y asi tendremos — — 4 ; y —=¢, siendo 2 y €
r?

. ”
‘Dlmeros constantes. Sea ¢’ 1a circunferencia, y ¢ la superfi-

ficie de otro circulo , cuyo radio es 7', y. téndremos tam-
‘/ Al

.
bien — o, y
' %

Vo

72 — 6 Luoego c: ’:irar e sy o

r* 2 7' 5 luego las circunferencias de los cfrculos’ son

como los radios ,

Jos radios.
Consideremos

-gulo del centro}

y sus supyrficies como los quadrados de

un sector, coyo radio sea r, y A el in-
sea x el arco que termina el sector, y la

superficie de dicho sector. Una vez que el sector esti ente-
ramente’ determinado’y conociendo 7 y A, és menester que »

€y sean funciones

PR S T .,; . » sl ) .
son semejantes funciones. Pero — es un néimero, igualmen-
T N IR 278 )

te que

determinadas de » y A:luego _:__ ¢ % :

Ca

: luego en estas cantidades no débe entrar 7,

y son simplemente funciones de A, de modo que tendre-
s - . . .

X
mos —-=¢ A ¢

superficie de otro

4 estos dos sector

que el -ingulo A
/.

. x
mos ——=¢: A, ¢

Ey:y'iip2 g2
de sectores semej

- =¥: A Sean;t’ €y elarco,y la
sector, cayo 4ngulo es A .y el radio 7
es llamaremos sectores semejantes y ya
es el mismo en ambas partes, tendre=-
S —=¥:A: luego v: 2::r:v:
r'2

5 lnego los arcos semejantes, 6 los arcos
antes , son proporcionales & los radios , y

los sectotes mismos son proporcionales i los quadrades de
dos radies.
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Es claro que del mismo modo se probaria , que las esfe-
ras son como los cubos de sus radios.

En todo lo que hemos tratado hasta ahora se supone,
que las superficies se miden por el producto de dos lineas,
y las solideces por el producto de tres , cosa mu facil de
demostrar tambien’ pot medio del analisis, Considéremos un
rectangulo , cuyas dimensiones son p y 4y representemos
su superficie,, que s una funcion de p y ¢, por 2:(py q)
Si se considera otro rectingulo, cuyas dlmenswncs son
2+ Y g, esclaro que este rectingolo estd compuesto de
otros dos, UN6 que'tiene por dimensiones p y g, y otro
que tiene, por-. dimensiones p” y 43 Qe ‘t/nold'q que, ten_d;e,:
masoe: (£ qi=e: (£ q) $9:(p5 q) Sed p=p]
resulta ¢ (2p, 9)=2 ¢ (p, 4) Sea P =12p, tenéremOS
2(30s )=0(pyq) + 0(2¢,9) =3¢ (p, q). Sea p'=3p,
sale ¢ (49, 9}=0(p>9) +9(3p5s9)=40¢ (¢, q). Luego,
en general, si k-es un nimero entero gnalquiera, tendre-

B b NPy q) e (kp,q)

mos ¢ (kpy @)=k 2.(ps 9 $ = =L,
Mes,una funcion de p, que no

se altera poniendo en lug?ar de p un muliipla qualquiera kp:
luego esta funcion no depende de p, y solo debe cante-

Dl L ot e (P, q)
net 4. Pero ‘por una razon semejante _,_q

De aqui resulta que

debe ser

independiente de p+-luego. 22 %2 (pq, 2 no centiene ni p1i g,
y asi esta cantidad debe reducirse 4 una constante « Luego
tendremos ¢(p, )= epg; y cemo no ‘hay inconveriente
alguno en hacer a =1 tesulta ¢'(p, g)=pg; asi la super-"
ficie de un rectangulo es ‘igual al producto de sus dos di-
mensiones. ST e R

Se demostraria, de un modo enteramente semejante,
que la solidez de on paralelépipedo rectirgulo, cuyas di-
mensiones son p , ¢ , 7, es igual al producto pgr de sus tres
dimensiones. : ,

Concluimos observando, ‘que la consideracion de las
funciones ,' que suministra de este modo una demostracion
sencillisima de las proposiciones fundamentales de Geometria,
ha sido enipleada’ya con muy buen éxito para la demostran
cion de los principlos fundamentales de la Mecinica, Végse
las Memorias de Turin, tomo 1L

P
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Sobre ja)pioximacion de la proposicion X VI, lip. IV,

X - e, X
. Dado el caso de haber hallado un radio excedente y
un deficiente,, que coinciden en .las primeras citras , se pue -
de acabar muy pronto el calculo por medio de una férmula
algebraica. . C S e
Sea a el radio deficiente, y 5 el excedente , cpya dife~
rencia es corta ; sean 4’ y &’ los radios siguienses que se- de~

ducen por las férmulas’ p=y/sp, =\ (a, g+b).

Lo que buscamos es el dltimo término. de la série 4, 4%,
4"y &ec., que es al mismo tiempo el de la série 5, b, b, &ec.
Llamemos 4 este dltimo técmino v, y sea.b=a (1 4e)
podremos suponer ¥ =4 (1 4 Po 4 Qu? 4 &c. ,, siendo P
y - Q coeficientes indeterminados. Pero los valores de 4’
y 4 dan L A

‘ b’=a( I,+§¢Av—.->§-.w.’>+ &C.) o
=a(1+ie—5o?+8&.) . ..
Y si hacemos igualmente &' =4’ ( 1 40'), tendremos
W =Ra—Fat & '
Pero el valor z debe ser el mismo, aunque la serie
4,4, a", &c., empiece por 2 § por a'; luego resulta &
(1 +Po 1 Qo 4 &e)=2a'(1 +Po’ Qo2 &e.)
Substitnyendo en esta equacion los valores de a'y de o en
4y o,y comparando’ los - térmings semejantes , ‘deducire=

Ve

s P— L —_ X, )
mos P=1, Q“‘—ﬁ" luego
' =8 (1+30—50"). ’

Si los radios 4 y & coinciden en la primera mitad de sus
cifras, se podri desechar el término w2 | y el valor anterior

. b—a .. R .
se reducird 4 =8 (1+3s)=a+ —= Asi* haciendo &

=r1,1282657, y b= 1,1285063, se deducird inmediata=
‘mente = 1,1283792. '

Si los radios 2y & no coinciden sino en la primera ter-
eera parte de sus cifras, serd preciso tomar los tres térini-
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nos de la férmulz antecedente;; asi haciendd 4—1 1265639,
y b=1,1320149, resulta x=1,1283791. .,

“Se podria-suponer que syt 5 estamtodam ménos cerca:
uno de otro ; pero en tal caso seria preciso calcalar el valor
de x con mayor nimero de.término. . .

- La aproximacioh de la prop. XIV; queres de Sanuagow
Gregory , ‘es susceptible de seme)antes abreviaciones. Cita-
- mos la obra de este autor , 4 que $e puede acudir, intitulg s
da: Vera circuli et hyperbolac quadratura , obra de gran

wérito para el nempa,.en que. .ha.sahdg_é luz.

N oT A I V ,
R N LY RS IRt e N §
Donde se demue:tra jue la razarz de"la n)’cﬁnferentm wd
didmetro y su quai rqdo son nimeros irracionales.

St o - .._~-_ RS SR -t

Consxde?emos 1a serie niﬁrht.’t o

1+4+§ a? + : “ &
—_— = . -———g—-—--l ‘XC.
=z p zz+! 2.3Lzz-f-l‘.z+ ¥ e

y. Supongamos que ¢: z IEpLesenta s¢ wuma. Si. ponemoy

z 4’1 enlugar de 2z, ¢ (2} 1) serd igualmente la suma_d¢
Ia serie.

a* 1 Nas . &
+ X, ————e .
241 §z+§.z+a .23z+1.z+2z+3+ ¢

Retemos estas d’os aerges , término por término, una de
otra, y téiidtemos ¢ : z - 2 (z + 1) para suma del rcslduo,
(lue sera . e ot g e e e o

" a Lo 'k’ .n! Jet 14’ . HalN S A L

4.:1-77" zs+1.z—+z ‘ g %% + 1.2 + 2. z+3+&c‘

Pero esta resta puede escribirseen esta-forma. . . -
a I al &
—t, —_— S &C.
RS 3 SE W ‘+’ 242 .. ,,,_ -t 2.k + 3 ’

S . FE N ) "
y entdnces se _r;_éduge, A “; p(z..+~z). L‘uego tendre-

s ot )

mos generalmente

o

012 i) S g AL

Dividamos esta eqiiacion por ¢: {2z 4 1), y, para slmphﬁcar



280 NOTA IV.
el resultado, sea -} : 2 una nueva funcion de 2 tal que 4,, z

KBAAGE 3 )Eménces podrémos poner . ; en vez

z ) q 2z
0:z , (z4n)d:(z 40) enlugardeq)( +n)’
¢:(z41) . e , O(z-l-x)

Hecha la subsmucnon resulta Co
—-—————L—__. - N \').':. L
" =z +4: (24 1)

Pero poniendo sucesivamente en esta eqiiacion 2 4. 1, % 4 2
&c., en lugar de 'z saldra . t1,2¢2

el g N oom

=z -h:‘ *4?(2.,-1- 2) ?
.

zy14i(a13)
Luego el “l°' d‘ "" pncde expresarse asx en fraccnon con.
tiauas - o .

(Z-I—I)

J:(z+ z)

-8 : R B
i Z= P/ e B
24 : :
L te—
‘_?,'3"2)+ &e. -

P

Reciprocamente, esta fraccion Ycontinua' prolongada al infi-

to tierie Por suma ¥': 2,8 su fgual T EH ). o
. , z 0:z
ta suma , descifrada:en secies comunes, es - .- 1 s
£ . . ~ .
R U - S )a’-—---—- -
'\ R & "IN S 4 P&,
8 . . Z+1 Z+1+.2+2 |
. )__‘. " ' - e b s PR :
R + &e.

z 2. +tz+1 -

Sea ahora'z : § , la fraceion continus erd
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en la qual los numeradores, excepto el primero, son to-
dos iguales 4 44, y los denominadores forman la serie
de los ndmeros impares 1, 3, 5, 7, &c. Tambien se

puede expresar el valor de esta fraccion continua de es-
te modo

48 16a* " 644
I+ —+ + + &e.
2.3 2:3.4.5 2.3..7
2a. ﬁ
48 16a* . - 64a°
T —+ + +&e.

2 2.3.4 2.3...6

Pero estas series se refieren 4 series conocidas, y sabemok
que si representamos por ¢ el nidmero coyo l0garitmo hie
perbdlico es 1, la expresion amierior se” reduce 4 .
CV"—C—’V. ' : '
———————/a; de modo que en general tenemos
e{va + e_! Va ’ .

e lVg_e—!V¢

40
" a2V ae=__
3+4a

5 + &e.

De aqof resultan dos férmolas principales segun sea 4 po-
sitivo & negativo. Sea 44 = »*, tendrémos



282 NOTA IV,
er—e—* X

€+er payxt

3+ %°
5+&¢ ‘ ,
Sea ahora 4 4 = — 7, y en virtud de la férmula conocida
ez\/_x __e_,‘/.;.z -

— =V\/ — I. tang. x, tendremos
e/ + e—n\/F V- ,

.
tang. x ——
: ;_x’
3 —x?
5§ — xt

7 — &e.

Esta es 1a férmula que serviri de base 4 nuestra demos-
tracion. Pero 4ntes de todo, es preciso demostrar los dos
lemas.siguientes. ‘

LEMA 1. Ses una fraccion continua

..”1. m’
B4+ — m
W o — |
n’ + &ec.,

prolon;gada al infinito, en la qual todos los utimeros m,
n, m’, o', &c. son enteros positivos & megativos; si se
" supone que las fracciones componentes m, m &
supone que ias fraccio POMERLES =y =y ) &C
sean todas menores que la unidad: digo que el vajor
total de la fraccion continua serd necesariamente un nti=
mero irracional,

Digo desde luego que este valor seri menot que la uni-
dad. Con efecto, sin disminuir la generalidad de la frac-

cion continua, se pueden supomer positivos todos los de-



NOTA IV. 283
nominadores 7, %', n”,. &c.; si tomamos un solo térmi-

no de la serie propuesta, tendrémos por hipStesis —<1, Si
. ' 4 n

o o —
se toman los-dos primeros, por ser —<I, es claro que

ml
”n + 708 mayor que #%~— x;lpero m<n,y por scr ame-

oo : ' ‘o
bes enteros, m seri tambien menor que # + —: luego el
. . ! ﬂ . s 1

valor que resulta de los términos

? o

”+-—

o
® ) . L
seri menor que. la unidad.

Calculemos tres términos de¢ la fraccion continua pro-

puesta ; y desde luego, segun lo que acabamos de ver,
el valor de la parte,

"o
w4 —
n/l

seri menor que la nnidad. Llamemos 4 este valor o, y es

claro que ser4 todavia menor que 12 unidad : luego el

n+ o .
valor que resulta de los tres términos -
- m
—_ m
n 4 — m/l
"+ —
!
R R . Y T A o 7
es menor que la unidad. Continuando el mismo, razonamien-
to se veri que, sea qual fuere el nimero de términos que se
“calculan de la fraccion continua propuesta, ‘¢l valor que re-
_sulta siempre es menor que la unidad : luego el valor total
~de la fraccion continuada al infinito, es igualmente menor
que la unidad. Solo podria ser .igual 4 la unidad en.¢l caso de
“que la fraccion propuesta tuviese esta forma.
[ I

. o @



m
M4 I m’!

M+ I —
, m’ + 1— &c.;

en qualquiera otro caso siempre ser4 menor. ’
sto sentado, si se niega queel valor de la fraccion con-
tmua propuesta sea igual 4 un némero u‘racmnal » suponga-

B .
mos que es 1gual 4un numcro racnonal y sea este nﬁmero—z

siendo B y A enteros qualesqu»nera;/tendrcmos pues
B m

— N — i/

A n+ .."L i m’ A
— .
Lo+ &, -

Sean C, D, E, & cantxdades indeterminadas tales ‘que

tengainos

n't! + &C
D m/l
— T — m[//
C w4 -
wo
A nv + &ec.

y asi al infinitei Como estas diversas fracciones tienen todos
sus términos mepores que la umdad, sus valores 6 sumas

BCDE ’
ABCD

gun lo %ue acabamos de demostrar 3 y asi tendremos B <

D < C, &c., ‘de modo que la serie A, B, C,
i) E &c. es decrecxente al infinito, ?’eto el encadcqamlen-
to de las fraccxones conmruas de que s¢ trata 4

—_— &¢. serhn tamblen meaores quie | 12 unidad, se-
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B m c . P
A ni—;dedonderesulta Cam A —uB,
C 7/
B o 4 —; de donde resulta D=’ B =2’ C, |
C
i
D_™ & | .
C 9 4 —;dedonderesultaE=m”C-n"D,
‘D
&e. : &e.

Y una vez que los dos primeros niimeros A y B son enteros
por suposicion , se sigue que todos losdemas C, D, E, &c.,
que hasta ahora eran indeterminados, son tambien nmeros
enteros. Pero es una contradicion manifiesta que-una serie in-
finita A, B, C, D, D, E, &c. sea 4 un tiempo decrecien=
te y compuesta de némeros enteros ; porque ademas ninguno
de los némeros A, B, C, D, E, &c. puede ser cero, pues
"la fraccion centinua propuesta se extiende al infinito, y asf
1as sumas representadas por —i, %,,%, &c. deben siempre

valer algo. Luego es absurdo suponer que fa fraccion continua
_ - B
propuesta es igual 4 una cantidad racional < loego esta su-

ma & por precision un nimero irracional. , -
LEMA 1L Sentadas las mismas cosas , si ks fracciones
‘ m. m m :
COMPONENtesam y msy =y &C. son de un valor qualquiera
n n n .

5 B S T N —
al principio de la serie, pero despues de um cierto intor-
walo son constantemente menores que la unidad ; digo que

la fraccion continua propuesta , suponiendo siempre que se
extiende al infinito ,tendrd un valor irracional.

/17
Porque , si contando desde = bor exemplo, todas las
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. mlIl miv mv . . )
fracciones , R , &c. al infinito, son menores
n’’" piv’ v

que la Bnidad, entdnces, segun'el lema 1, 1a fraccion continua
m///

—_— mv B
v dp— mv -
B 4

o~

nV + &ec.
tendrd on valor irracional. Llamemos 4 este valorw, y Ia
fraccion continua propuesta serd i :
. -y - . . .

[

PLR T |

.

m m
T/ J p— m//
”’ <+ _— . L t’
. R K - n/, + ”t' R
‘Pero si hacemos succesivamente - - - . o
m” % W '
’ = o/ =/ - -/
n +o YWie! T pyor ? -

esclaro que, siendo w irracional, todas las cantidades o', o”,
_@" deben serlo.tambien, Peto-13-dlima o™ s igual'd Ia Prac-
cion continua propuesta: laego el valor de esta es irracional,

- Ahora’podemos , volviendo 4 nuestro ‘asunto ; demostrar
esta proposicion general, :

.

» TEOREMA.

. L S fi .
Si un arco es conmensurable con el radio, su.tangente

v i

te serd inconmensurable con el mismo radio.
. - Ty Co C e o

Lot
P T ‘ . ) ) m .
En efecto, sea el radio= 1, y el arco # = —, siendo m

y » nlimerosenteros ; la férmula arriba hallada darg, hacien-
- dodasnbstitucion, . . g S0
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m m -
tangente —=—"m? '
n .. n-,-\— v ms
W - 3N —— m2
: 50 —— .
. ' _ - 7n— &,

Pero esta fraccion continua est en el caso del lema 113 por-_
que es claro que los denominadores 37, §ny 7%, &c. vamk
continuamente  en aumento, miéntras el numerador m* per-
manece siempre el mismo, y asi las fracciones componentes
serin muy pronto menores que [a unidad: luego el valor de

- m 3 . - . °
tang. — es irracional: luego si el arco es commensurable
n

con ¢l radio, su tangente serd.inconmensurable. . - i
De aqui resulta, como consecuencia inmediata, la pros
posicion que da motivo 4 esta nota. Sea 7 la semicircunfe-

rencia, cuyo radio es 1; si = fuese racional, el arco —
4
lo seria tambien, y por consiguiente sy tangente deberia ser ir-

~

T
racional; pero sabemos, al contrario, que la tangente del arco --

: ) 4
es.igual al radio: luego 7 no puede ser irracional. Luego /s
razon de la circunferencia al didmetro es un nsimero sr-
racional (1).
Es probable que el atimeré  no estd comprehendido en-
tre las cantidades irracionales algebriicas, esto es, que no
puedesser la raiz de una equacion® algebriica’ de un nirhero
finito de "términos, cuyos coeficientes son- racionales; ‘pe=
ro parece muy dificil de demostrar rigurosamente esta propos
sicion: lo que-haremos serd probar que-elquadradode s es ; : .
todavia un: mdmero irraciongh..: - - . R S S S
. Con efecta,si ¢n la fraecion, continda jque vexpresa -1 - 7
tang. x, hacemos ¥ = 7, 4 causa de ser tang. 7 = o, debe-
mos teper~ S M Ty - STl
(1) Lambert fué el.que demostré esta proposicion por la prime-
ra vez, en-iay memorias de Berlin ; afio1¥for. - =, Y
1 - : .

¥
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’ s
0= 3 —— ,*
3= .

9 —&e.

m o
Pero si x fuese racional y tuviesemos 7s = e siendo m

¥ 7 enteros, resultaria

- m. ,
=-—m
3,' Bom— m
7—— m
Qf— —
' 11— &e.

Pero se ve claramente que esta fraccion continua estd toe
davia en el caso del lema wu: luego su valor es irracional,
¥ no puede ser igual al ndmere 3. Luego ¢ quadrado de la
razon de la circunferencia al didmetro ¢s un ndmero ir-
ractonal. :

NOTA' V.

Donde se da laresolucion analfvica de diversos problemas
pertenccientes al tridngulo, al quadrildtero , al parale-
- depipedo y & la pirdmide triangular.

- ;| PROBLEMA I.

Dados los tres lades de un tridngulo , hallar. su super-

Ficie ; el radio del circulo imscrito )y el radio del circulo
. €frcunscréto. ) v :

Fig.3. - Sean los lados BC =4, AC == 4, AB == ¢. Si desde el

vértice A se tird 4 su lado opuesto BC la perpendicular AD,

® Pr. 13. tendremos* (AC ) = (AB)s + (BC)s — 2BC x BD: lue-

lib. 3. o LI Ry Jty TR RITE T .
go BD = . Este valor da (AB)* — (BD)s,

K N T R s + —t——
: 6(AD).';‘=;¢;:;-(“ o=t )_

- 'Od Py
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4as (3— (a2 4 ¢*— b3)
4at

\/, [44! €t (a2 -(;:t '—!,bS) ?‘I. Sez 51 é‘ea’ de
lo, tendremos S = I BC x AD: luego
s=§_\/[443c3-(az+é:..1;2)2].:%\/(zalb’+za’c.’l|-zb‘{c$-a&.-bf-t‘).

Esta férmala puede reducirse tadavia 4 etra formy mas c4- .
moda para el calculo logaritmico ; y para estoes preciso ob-
servar que la cantidad 4a2c2 — (a2 + c2 — b2)2 es el pro-
ducto de los dos factores 2ac 4+ (a2 +¢2 — b3}y 20c—
(a2 + c2 — 42) el primeroigual 4 (a + ¢)* — br=(a+c+ b
(2 + c—b), y el segundo igual 4 br——(a—c)2 =(b + a—)
(b— a +¢): luego tepdremos - o .
S=i/[@+b+c)(@+b—c)(B+c—b) (b +c—a)]

: laego A D=

1 t}iingu-

atb+c L L
=p,yquedaa+d+c=2p,

En fin, si hacemos

a+b—c=2p—2c,a+c—b=2p—2bb+c—a=
2p — 2a, tendremos mas simplemente todavia
. S=y(pp—ap—bp—a).
Por donde se ve que para hallar la superficie de un tridngu-
lo,cuyos tres lados son dados, s¢ debe tomar la semisuma’
de estos tres lados, de esta semisuma restar succesivamente
cada uno de los lados-, lo c‘fue dara tres residuos & restas,
multiplicar estas tres restas entre si y por la semisuma de los
" lados, y finalmente extraer la raiz quadrada del producto,
cuya raiz serd la superficie §-arca del tridngola. . ,
Sean ahora el radio del circulo inscrito al triingulo , y
z ¢l radio del circulo, circunscrito ; tendremos, segun Ia pro-

posicion xxx11, lib. 11, ' :

S
z__.i “bc, “— 28 = —: luego snbstituyendo el

S apbye p - ‘
valor hallado de S, seri -

F abe \/
Z = . ] p-a.p-b.p-c
( o P —4. — —C. ’ _-‘__'—"—)0
Vie-# ? p—c) 7

37
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PROBLEMA 1II.

- Dados los quatro lados de un quadrildtero inscrito, . 4
kallar el radio del cfreulo 5 la superficie del quadrilite-
ro v sus dngulos. .

Sean los lados dados AB=4, BC=b, CD=¢, DA
=d, y las diagonales incégnitas AC= x, BD = y. Tendre-

mos, segun el teorema 33, lib. 111, 2y = a4c 4 bd, y z

d 4'b '
i3 .c s de donde se saca
ab yc .
(et bdad £ 6\ | ((ac 1 bA)ab 4 cd)
x"‘\/ 4b+cd ’y_—\/. ad 4 be °

Pero, segun el problem2 anterior, el radio del circulo cir-
cunscrito al triangulo ABC', cuyos lados son 4, &, x, pue-

: b
de expresarse por la fémula 2= dad .
\/[4a'b2-—( ar + ba—zx2)?)

Substituyendo en lugar de « el valor que acibamos de hallar,
y descomponiendo el resultado en facrores, saldri ' '

Aac + bd) (ad + be) (ab +'cd)
"":\/((4 yorod)at by aAR)(a 4 ¢ 4 d-b)b 4 ¢ +d-a)J°

Fabx

, 12 del

Esto sentado, la Area dei tridngulo ABC —

. Jede | S
tridngulo ADC = — luego la 4rea del quadrilitero

-ABCD = }.M: y esto es igual 4
z

Ve +b+c-dYathyd-iayctd-b)breida))

Y si hacemos para abreviar p=% (a4 4 4 c + d), tendre-

mos la area ABCD = \/ (p—a.p—b- p—c. p—~d). En fin,

para tener uno de los ingulos, por exemplo, el ingulo A,
: at § br—ys

—

se observar que el tridngulo ABC dd cos. A= -
24t

substituyendo el valor de # y reduciendo, tendremos cos. A
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__ ar+ br—cr—a? De aqui s¢ sm! — cos. A
2abyacd 1 4 cos. A

(c 4 dala—b)® (a4 c 4 d—Bb tc 4 d—a)

YAS 0 ()" (a4 b+ o—Aa 1+ d—0)
Luego tang. 5 A =/ P27 ).

6 tang.2

V\p—e. f—d

\ PROBLEMA Il 1 °

En el quadrildtero ABDC , cuyos dngulos opuestos B Fig. g
y C son rectos dados que sean los dos lados AB, AC con
el dngulo comfrelzendido, BAC, hallar los otros dos lados,
y ls diagonal AD.

Sea AC —b, AB =¢, y el 4ngulo BAC=A. &
* se prolongan BD.y AC hasta que se encuentren en E,
el tritngulo BAE, rectingulo en B, y enel qual se co-

" noce el 4ngulo BAE y el lado ABD, dard AE = d

.

cos. A’
c

luego CE = — b. El trisngulo DCE , rectingulo

cos. A ’
en C, y en el qual se conocen el lado CE y el 4ngulo
£—Db cos. A

CDE=A, dari CD=CEcot. A = sen. A

en=-

. b—-ccos. A
dremos pues semejantemente BD = —_ Estos son
sen.. o

los valores de los dos lados del quadrilitero que se bus-
caban. :

De aqui resulta la diagonal AD =/ ((AC)? + (DC).)=
~ sc—b cos. A\? \/ (b2 4+ ca—2bc cos. A)
vV (b’ +( ——') =" = ‘ . Pero

sen. A sen. A

ior el tridngulo BAC, tendriamos BC=V/ (b2 4 ¢2-2bc cos.A).
Luego la diagonal AD, que une los dos éngulos obli-
quos, estd con la diagonal BC, que une los dos dngu-
los rectos : ¢ 1 sen. As

LI I
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Escolio. La diagonal AD es al mismo tiempo difme-
tro del circulo en que estaria inscrito el quadilitero ABDC.
En este circulo tendriamos el ingulo ABC = ADE:
luego baxando 4 AB la perpendicular CF, los tri4ngulos
BFC, ADGson semejantesy dan AD:BC:: AC: FC::
1:sen. Ay esto concuerda con el resultado anterior.

‘PROBLEMA IV.

Dadas las tres aristas de an_paralelepipeds con los
dngulos que forman entre sy hallar la solidez del pa-
" talelepfpedo. e
Fig. o. Sean las aristas SA=f, SB=g, SC= /4,y los 4n-
gulos comprehendidos ASB =«, ASC = ¢, BSC =. Si des-
de el punto C se tira al plano ASB la perpendicular CO,
el tridngulo rectingulo CSO .dars CO = CS sen. CSO =
b sen. CSO. Ademas la superficie del paraleldgramo ASBP ==
fg sen. . Luego si llamamos S la solidez del paralele-
pipedo ST, tendremos S = fgk sen. « sen. CSO. Nos
queda por halfar sen. CSO. ‘

Para esto, desde el punto S, como centro y con un ra-
dio = t, describase una superficie esférica que encuentre e
D,E, F, Gilasrectas SA, SB, SC, SO; resultari un
trisngulo DEF, en el qual el arco FG es perpendicular
4 ED, por ser el plano CSO perpendicular 4 ASB. Pe-
ro el tridngulo DEF , donde se conocen los tres lados DE =

cos. £ —cos. « cos. 3

>.'_." A JE = LR
¢, DF =¢, EF =y, dg cos Pe—— y sen.E:

()

\/( 1—C08.% & ~—COS.3 C—COS. 5 4 208, & cos. € cos. y).
S sen. o ser. y . ‘
Ademas el tridngulo rectingulo EFG da sen. GF & sen.
CSO = sen. E sen. EF = sen. y seri. E. Luego S = fg/ sen.
asen. y sen. E, & : .

S= fgh\/(1 =—cos.ta——c0s.% €= égs. £y } 2¢08.¢ cos. Ecos.y).
En esta expresion la cantidad que esti debaxo del radi-.

cal es el producto de los dos factores sen. a sen. y 4 cos-
€—cos. & €OS. ,y sefl. dsen. y+—cos. € 4 cos. « cos. y. El pri-
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¢ 3—=C
mero = cos. 6-—cos (« 4 y)== 2 sen L s S PPN s 5
: . 2 2

¢+C—y

el segundo = cos. (¢ —y)— cos. € = 2 sen

sent ¥ 7% Luego la solidez buscada es
2 N

' ¢ c— €y y—u
S= 2fg/z\/(sex:¢'+ T 2en2 ¥ - Y sen2t );_jsen t ).
, 2 _ 2

PROBLEMA V.

Dadas las mismas cosas que en el problema anterior,
kallar la expresion de la diagonal tirada entre dos vér-
Bices opuestos.

Sea la diagonal de la base SP = z, y Ila diagonal
que se busca ST = u. El triingulo ASP, en el qual cos.
SAP == —cos. a, dard 22 == f2 ¢ g% { 2fg cos. a. Del
mismo modo el triingulo TSP, en el qual cos. TPS —=
cos. CSP, dardu? = 2?2 4 k2 | 2hz cos. CSP. Solo se tra-
ta de hallar el coseno del dngulo CSP 6 del arco FH ; pero en
el tridngulo esférico EFH tenemos cos. ¥ H=cos. EF cos. EH

+ sen.EF 'sen. EH cos. E. Substituyendo los valores EF=y,
y cos. E=

¢os. £ — cos. « cos.
sen. « sen. y

E'_Eg_ c0S. € ~— COS. d. COS. y)::

s serd cos. FH == cos. y cos. EH 4

sen. «

sen.EHcos. ¢ = sen.(a—EH).cos.y__ sen.EHcos.€ + sen.DHcos.a
sen. a sen. a — sen. «

Luego 24z cos. FH, 6 2kz cos. CSP =

zsen. EH 2z sen. DH
2% cos. 6 — + 2k cos. y—
sen. & sen. &

. Peroenel tridn-

N
~ Cea N
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gulo BSP tenemos BP:M, y BS :w,
sen. SBP sen. SBP

%z sen. EH 2z sen. DH
=f, y————=g. Luego

sen. « sen. «

:de donde resulta

2kz cos. CSP = 2f% cos. € . 28/ cos. y. Luego finalmente el
quadrado de la diagonal que se busca es
ut=f* { g2 1 h* } 2fg cos. a | 2fhcos.C 4 20k 4 cos.y.
Corolario. El ingulo sélido A esti formado por las

aristas f, g, %, haciendo entre ellas de dos en dos los
angulos 2000 —a, 200° — €, a«; asi basta mudar los sig-
nos de cos. a y cos. € en la expresion de (SE)? para te-
ner la de (AM)2. Haciendo lo mismo para las otras dos
diagonales, tendrémosles valores de sus quadrados como
sigue :
(:;gT}a =/f* 187 +h? { 2fg cos.« 4 2fk cos.€ 4 28k cos. 5.
(AM)2=f? | g2 4 ha—2fg cos. a—2f% cos. € + 28k cos. 5.
(BN),=/2 + 82 + h2—.fg cos. « 1 2fh cos. C—agh cos. y.
(BP)2 =f"+ g2 + /2 + 2fg cos. e—2fh ces.C—agh cos. y.
Deagqui se saca(ST)2  (AM)2 4 (BN)? 4 (CP)24f=2 + 482 } 4b2.
Luego en todo famlelepz’pedo la suma de los quadrados
delas quatro diagonales es igual 4 la suma de los quadra-
dos de las doce aristas. Este teerema notable y anilogo al

# Pr. 14. que se verifica en el paralelégramo *, podria deducirse inme-

3. Cor. diatamente de este dltimo; porque por medio de los pa-
ralelégramos SCTP , ABMN , tenemos

(ST)* + (CP)*= 2(SC)? 4 2(SP)2
(AM)? 4 (BN)2 = 2(BM)2 4. 2(AB)s.
Sumando estas dos eqiiaciones, y observando que tenemos
SC=BM, y (SP)* ;. (ABj2a=2(SA)2 4 2(SB)z, resulta(ST)? +
(AM)* + (BN)* + (CP)* = 4(SA)* + 4(SB)? 4 4(SC)2.

" PROBLEMA VI,

Dadas las tres aristas que terminan en un mismo vér-
tice de una pirdmide triangular , y los tres dngulos que for-
man estas aristas entre siy hallar la solidez de la pirdmide.

Sea SABC la piridime triangular propuesta, en la qual
se comocen las aristas SA=f, SB=g, SC=+4; y los

P
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&ngulos comprehendidos ASB =« , ASC = ¢, BCS =). Si
sobre las aristas SA, SB, SC, cuya magnitud y posi-
cion esta dada, describimos el paralelepipedo TS, la pi-
ramide que es la tercera parte del prisma triangular BSANMC.
serd la sexta del paralelepipedo ST. Luego llamando P
la solidez de la pirddime, tendremos segun el probl. 4,

=1 fg/t\/ (1==co0s. 2¢—C05.26—C05.2y 4. 2C08.2C0s.£ COs. ).

. ap €4y aqb—y a+y—E
6P =21 fgh V (sen 2t en. sen. :
sen, 2+ 62 . .

T2 PROBLEMA VII.

Dados los seis lados 6 aristas de un pirddime trian-
gular, hallar su solidez. )

Si conservamos las mismas denominaciones que en el Fig. #.
problema anterior, y hacemos ademas BC=f", CA=g,

f2 4+ g—h'
BA =/, tendremos cos. &= , €08 6 =
2fg
2 a___g'a 2 4 h—f'2
f + h . —L’ COS. 7:‘5_“_f—"-
afh 3gh

Substituyendo estos valores en la férmula hallada, y tha-
ciendo para abreviar F = g2 +hr—f2, G=f1+h—s
g, H=f*+g*—HK? tendremos la solidez pedida

P._._.T% \/ ('4fa ga /,z_fs Fa_ga Ga2—h2 He +JGH).

En ‘la aplicacion de estas férmulas se observard que [’
& s /', denotan los lados de wos misma cara 6 base s ¥
F» &5 k, lasotras tres aristas que van 4 dar al vértice,.
;iend; tal su disposicion que f es opuesto 4 f', gag,

a k.

Escolio. Sea A la suma de los quatro_tridngulos que
componen la superficie de la piramide, sca r el radio de-
la esfera inscrita, es facil de ver que tenemos P = A x 4r;
porque podemos imaginar la pirimide descompuesta en otras
quatro, que tendrian por vértice comun el centro de
la esfera, 'y por bases las diferentes caras de la piramide,

. . . 3P
Luego sacamos el radio de la esfera inscrita, r = T
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PROBLEMA VIII

Dadas las mismas cosas que en el problema vy, ha-
lar el radio de la esfera circunscrita & la pirdmide.

Sea M el centro del circulo circunscrito al tridngulo
SAB, MO la perpendicular tirada por el punto M al pla-
no SAB. Sea igualmente N el centro del circulo circuns-
crito al trizngulo SAC, NO Ia perpendicular levantada al
plano SAC en el punto N. Estas dos perpendiculares, si-
tuadas en un mismo plano MDN perpendicular .4 SA, se
encontrarin en un punto O, que seri el ceatro de la es-
fera circunscrita. Porque el punto O, como perteneciente
4 la perpendicular MO , esta equidistante de los tres pan-
tos S, A, B; y este mismo punto, como perteneciente
4 la perpendicular NO, esta 4 igual distancia de los tres
puntos S, A, C: luego equidista de los quatro puntos
S, A, B, C :

‘Se puede imaginar que el punto M esti determinado en
el plano SAB en medio del quadrilitero SDMH, cuyos
dos angulos D y H son rectos,’y donde tenemos SD ==
2f, SH=1%g,y ASB == a. Luego tendremos (segun el

1 g—%fcos. a

prob. m), DM = —— del mismo modo ten=
en. _
dremos DN — }L_____!fcos.c '
- sen. 6 :

Llamemos D ¢l 4ngulo MDN quoe mide Ia inclina~
cion de los dos planos SAB, SAC. En el triongulo esfé-
rico, cuyos lados son @, €, », D seri el angulo opues-
' COS. y — cos. « cos. £

sen. « sen. €

to allado 3, y asi tendremos cos. D=

de modo que e] 4ngulo D puede suponerse conocido.

Esto sentado , en el quadrilitero OMDN, cuyos dos
4ngulos M, y N son rectos, y deb qual se conocen los
dos lados MD y DN y el angulo comprehendido MDN=D,
tendxiemos, segua ¢l prablema u, el quadrado de 'k dig~
gona

I

o —
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(DM'2 4 (DN)2—2DM x DN cos. D
(OD)s =— © sen. 2 )

tridngulo rectingulo QSD tendremos {SO)*= x (OD)? 1 (SDJz,
y este es el valor del quadrado del radio de la esfera circunscrita.

Si hacemos la substitucion de los valores de DM, DN,
y - despues la de los valores de cos. D y de sen. D, pa-
ra tener jnmediatamente la expresion del radio SO, por
medio de los datos del problema vi, hallaremos para re-
sultado : (

( frsen.?y + g,sen.%C 4 Iﬂsen.’a-zfg(cos.u-cos.Ccos.y) ]
_%\/ —2f(cos. €-c0s.acos. y)—2gh(cos.y —cos.2 cos. € | o

1—C0S.2¢—C05.3 6—CO0S.) 4 2C0S. & COS. 6 COS.y ]

.Ademasenel

NOTA VL

Sobre la menor distancia de dos rectas gque mo estan
situadas en un mismo plano.

Sean AB, CD dos rectas dadas, que no estan sitwar Lsm, v3.
das en un mismo plano, y cuya menor distancia tratamos Fig. 1.
de hallar.

Higanse pasar en la direccion AB dos planos perpen-
diculares entre si, que encuentren 4 CD el uno en C,
el otro en D. Desde los puntos C, D tirense 4 AB las
perpendiculares CA, DB; enel plano ABD tirese DE pa-
valela y AE perpendicular 4 AB, y quedari formado el

-rectingulo ABDE; en el plano CAE tirece CE, y 4 es-
ta la perpendicular AI; en fin, en ¢l plano CDE tirese IK
paralela 4 DE hasta que encuentre 4 CD en K, higa.
se AL=1IK y tirese KL: digo 1.o que la recta KL es
perpendicular 4 un tiempo 4 las dos dadas AB, CD; 2.2 que
esta misma recta LK es mas corta que qualquiera otra que
se tirase entre dos puntos de las lineas AB, CD,y que
asi KL, 6 su igual Al, es la mencr distancia pedida.

" En efecto j 1.0 las tres rectas AB, AC, AE son por
construccion perpendiculares entre si, y por consiguiente
una dé ellas AB es perpendicular al plano d¢ s otras dos
ACE : luego AB es perpendicular 4 AL Ademas KI es
paralela 4 DE, y DE 4 AB: luego es paralela 4 AB; y

38
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ya que hemos hecho AL = KI, se sigue que la figura
AIKL es un rectingulo. Esto sentado, el 4ngulo AlK es
recto lo mismo que AIC: luego la recta AL es perpendi-
cular al plano KIC 6 CDE: luego su paralela KL es tam~
bien perpendicular al mismo plano CDE, y por consi-
guiente 4 CD. Luego 1.° la recta KL es perpendicular 4 un
tiempo 4 las dos rectas AB, CD.

2. Sea M un punto qualquiera de [a recta CD, si
tiramos por este punto la MN paralela 4 DE 6 AB, Ila
distancia del pumo M i la recta AB seri igual i AN,
por ‘ser recto el angulo BAN. Pero tenemos AN > Al:
luego Al es [a"distancia menor de las lineas dadas AB, CD.

Sean las perpendiculares CA = 4, y DB = AE=4;
tendremos CE = v/(a? 4 62); y porque la expresion de
la superticie del tridngulo ACE es § AC x AE, y tam-

, ACxEA_ ab
bien £ CE x AI , tendremos Al = CE v ihy
Esta es la expresion de [a menor distancia de las lineas
dadas.

Si hacemos al mismo tiempo Ia distancia AB=¢;
llamamos A el ingulo comprehendido entre las dos lineas
dadas , esto es, el ingulo CDE comprehendido entre la I -
nea CD y una paralela DE 4 la linea AB, el tridngulo

DE
CDE, rectingulo en E, dar4 cos. CDE =5 6 cos. A=

c
Ve 1 b g e H porqf;le tenem.os (CD)?=(CE)? 4 (ED)= .

a? 1+ b? 4 ¢2 De aqui sacariamos tambien sen, A =
V(a2 +b?) ¢

W‘Tm’ y cot. A =W).
- NOTA VIL
Sobre los poliedros simétricos.
Para mayor sencillez Yy claridad hemos supuesto en la

def. 16, lib. 6, que el plano al qual se refieren los poliedros
simétricos es el plano de una cara: se podria suponer que
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este plano es un plano qualquiera, y entdnces seria mas ge-
neral la definicion, sin que hubiese nada que alterar enla
prop. 11, por la qual hemos establecido las mdtuas relacio-
nes de los dos poliedros. Tambien se puede formar una
idea bastante cabal de estos dos sélidos , -considerando al uno
de ellos como la imigen del otro formada en'un espejo

lano, que hard las wveces del plano de que acabamos de
ﬁablar,

Aungque generalmente dos poliedros simétricos no pueden
estar sobrepuestos, se puede no obstante probar por medio
de algunas descomposiciones, que se pueden sobreponer por
partes, y que asi sus solideces son iguales. He aqui la de-
mostracion de esta proposicion , una de las mas importantes
de la tedrica de los sdlidos,

/’-BMA | 8

Sea AOS un tridngulo isésceles , donde tenemos AO = Fig. 9.

OS ; si por el punto O tiramos la recta BOD perpendicu~
lar al plano AOS, y tomamos de ambas partes las distan-
cias iguales OD =OB, digo que las pirdmides DAOS,
BAOS, que tienen por base comun AOS, y por vértices
los puntos D y B, sonno solo simétricas uno’ 4 otro, co-
mo resulta de la construccion , sino que pueden sobrepo-
nerse & causa de la base isésceles , y son perfectamente
iguales. )
- En efecto, se echa de ver que la pirimide AOSB, §
( para distinguirla mejor) A’OS'B’ puede colocarse exficta=
mente sobre la pirimide AOSD ; y desde luego se puede
sobreponer el triingulo isésceles S'OA’ 4 su igual AOS , de
modo que el punto §’ coincida con A, y A’ con S. En esta
sitvacion la perpendicular OB cubrird exfictamente 4 su
igual OD, y asi el punto B caeri en D : luego las dos pi-
rimides se confundirin en una sola, y serin iguales.

LEMA 1

Sea ahora ABC un tridngulo qualquiera, O el centro
del circulo circunscrito d este tridngulo, de modo que
tengamos OA=0B = O0C; si por el punto O levantamos

al plano del trmr:zgulo la perpendicular TOS , y tomamos
por ambas partes del plano las distancias iguales OS, OT:

Fig. ro.
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digo que las dos pirdmides simétricas SABC , TABC se-
ran iguales en solidez. S
Porque, segun el lema anterior, las pirimides AOBT,
BOCT, AOCT son respectivamente iguales 4 las pirdmides
AOBS, BOCS, AOCS: luego la piramide ABCT, que es
la suma de las tres piramides, es igual en solidez 4 la piri-
mide ABCS, que es la suma de las otras tres.
Escolio. Aunqueel punto O, centro del circulo circuns=
crito, estuviese fuera del tridngulo ABC, se echa de ver que
la conclusion seria siempre 12 misma.

LEMA III

Qualquiera pirdmidz triangular puede inscribirse en
una esfera.

Sea ABC la base de 14 pirimide propuesta, S su vérti-
ce, SP su altura; sea O el centro del circulo circunscrito al
tridrigulo ABC. Si por el punto O levantamos al plino ABC
12 perpendicutar indefinida OX, todos los puntos de OX
equidistarin de los puntos-A, B, C. Solo se trata pues de
hallar en OX un punto Z que esté igualmente distante de
Ay 8; y este punto Z, que equidiste de los quatro pun-
tes A, B, C, S, sera el centro de la esfera circonscrita 4
la pirimide. La solucion de este problema es ficil de execu~
tar en un plano.

Higase un 4ngulo recto con las lineas SP, OP, siende
estas iguales 4 la del mismo nombre en la figura sélida ; pro-
16nguese PO la cantidad OD igual al radio AO del circulo
circunscrito ; tirese DS, y en la mitad de DS levintese la
perpendicular indefinida %Z : digo que YZ encontrari 4 la
perpendicular OX en el punto buscado Z, de modo que ZD
S Z8 sera ¢l radio de la esfera circunscrita, y ZO la dis-
tancia de su centro al plano ABC.

En efecto , tenemos por construccion ZD =78 ; pe-
ro por ser OD = OA, resultaZD =ZA=Z7B = ZC: lue-
go las quatro distancias ZAy ZB, ZC, ZS. son iguales:
luego Z es el centro de la esfera circunscrita.

Corolario 1. La recta YZ. perpendicular 4 DS, y la
recta OX perpendicular 4 DP se encontrarin siempre, pues
forman entre si un ingulo igual 4 SDP, y solo pueden
cortarse en un punto: luego es siempre posible circunscri-

- bir una esfera 4 una piradime triangular dada, y solo se
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puede circonscribir una.

Corolario 11. La misma construccion, por la qual se
determina el radio y el centro de la esfera  circunscrita 4
la piramide SABC, servird para hallar-el radio y el cen-
tro de la csfera circunscrita 4 la piridime TABC simétri-
ca 4 SABC; porque los valores de SP, OP, DO son los
mismos en ambas partes. Luego las esferas circunscritas 4
las dos piradimes son iguales, y sus centros equidistan de
los planos de las caras iguales. E

TEOREMA.

Dos pirddimes triangulares simétricas son iguales en
solidez. '
Sean las pirimides SABC, TABC;sea Z el centro de Fig. 13.
la esfera circunscrita 4 la piramide SABC, y Z’ el cen-
tro de la circunscrita 4 la pirimide TABC. Supongamos
desde luego que el punto Z esta situado dentro de la pi-
rimide SABC, y en este caso tambien el punto Z’ es-
tari dentro de la piraimide TABC.

Sentado esto, -se puede considerar la pirimide SABC
compuesta de otras quatro ZABC, ZABS, ZBCS, ZACS,
cuyo vértice comun es Z, y cuyas bases son las quatro
carzs de la -pirimide. Podemos considerar igualmente la

iramide TABC como compuesta'de las quatro Z'ABC,
E’ABT, Z'BCT, Z'ACT. Pero, en virtud del lema 11, las
pirimides ZABC, Z’ABC, son iguales en solidez ; las
pirdmides ZABS, Z'ABT estan en el mismo caso, porque
se podrian sobreponer una 4 otra las bases iguales ABS,
ABT, y entdnces los vériices Z, Z’, centros de las es-
feras circunscritas, serian los extremos de dos perpendi-
culares iguales tiradas al plano de la base comun por el
centro del circulo circumscrito 4 dicha base. Luego la so-
lidez ZABS = Z’ABT ; y del mismo modo ZBCS=—
Z'BCT, ZACS — Z'ACT : luego la pirimide SABC, que
es la suma de los-quatro ZABC, ZABS, ZBCS, ZACS,
es equivalente 4 la pirimide TABC, suma de los qua-
tro ZA'BC , Z’ABT , Z'BCT, Z'ACT. : -

'Si los centros Z y Z’ estuviesen sitnados fuera de
las pirdmides, en tal caso, en vez de sumar los quatre
ZABC, ZABS, ZBCS, ZACS, seria preciso restar una
6 dos de la suma de las demas, para tener la pirimide
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SABC; pero como la pirimide TABC se compondria det -
mismo _modo de las otras quatro Z’ABC, Z'ABT, Z'BCT,
Z’ACT, se deduciria siempre que las dos pirimides SABC,
TABC son iguales en solidez. .

TEOREMA.

- Dos poliedros simétricos qualesquiera son equivalen-
tes 6 iguales en solidez.

Porque , suponiendo la misma construccion que en la
prop. IL., podemos figararnos uno de los poliedros como com-
puesto de tantas pirdmides triangulares AMPN, APNQ, &c.,
cuyo vértice comun-es A, como tridngulos MPN, PNQ, &ec.
hay en las diferentes caras del poliedro, excepto las que
forman el 4dngulo A. El poliedro simétrico contendri igual
nimero de pirimides triangulares AM’P’ AP'N',N’Q’, &c.,
las quales son simétricas 4 las pirimides AMPN, APNQ, &c.
cada una 4 la suya. Luego, ya que las pirimides trian-

ulares simétricas son equivalentes, se sigue que los po=-
%edros, compuestos de un mismo ndmero de pird mides
iguales , son tambien iguales en solidgz.

NOTA VIIL
Sobre la proposicion XXV, lip. VII.

Este teorema , demostrado la primera vez por Eule~
o en las Memorias de Petersburgo, afio 1758, presenta
muchas consecuencias que merecen aclararse.

1.2 Sea z el nimero de los tridngulos, & el ndmero de
los quadriliteros, ¢ el de los pentigonos , &c. que compo-
nen la superficie de un poliedro; el nimero total de las
caras seri @ . b 4 ¢ 4 4 4 &c., y- el niimero total de sus la-
dos serd 3a 4404 5¢ 4 64 4 &c. Este fltimo ndmero es
duplo del de las aristas, pues una misma arista pertenece
4 dos caras; y asi tendremos .

H=aibycydy&e
2 A==3a44b 4 scy6d, &e.

Y ya que, segun ¢l teorema de que tratamos, S. H =
A 4+ 2, deducimes ' ’
28 =4 ay2bqicq4d 4 &e.

Una de las consecuencias que estos valores hacen in-
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ferir, es que el ndmero de las caras impares 4 4. ¢ 4 ¢ 4+ &e.
es siempre par.

- Podemos hacer para mayorbrevedade=4 4 2¢ 4. 34 1 &c.,
y en este caso tendremos : v :
A=:H %o
S=2 +3 Hifo

Asi en qualquiera poliedro tenemos siempre A > ¥ H,
y S>2+4H; y aqui es preciso observar que el sig-
no > no excluye la igualdad , en atencion 4 que podria-
mos tener ® == o.

El nidmero de todos los 4ngulos planos del poliedro es
2A, el de los ingulos sélidos S; de manera que el ni-
mero medio de los 4ngulos planos que forman cada in-

2
lo sélid —_
gulo sdlido es —

Este nimero no puede ser menor que 3, pues son ne-
cesarios 4 lo ménos tres 4angulos planos para formar un
4ngulo sélido ; asi debemos tener 2A > 35, sin que el sig-
‘no > excluya la igualdad. Si substituimos 4 A y S sus va=
loresen Hy o, tendremos 3H £ o> 6 + 4 H L 4 »,63H>
12 4o, Vol):'iendo 4 poner los valores de Hy o en 4,
b, c, &c resultari )

3ar2bpe>12 peyof 38 4 &
.donde se ve que a4, 4, ¢ no pueden ser cero 4 un tien=
Po, y que asi no existe poliedro alguno, cuyas caras
tengan todas mas de cinco lados.

Ya que H >4 4% o, la substitucion en los valores
de Ay Sdara S>4+%4w, y A>6 4o Pero al mis-
mo tiempo teremos o > 3H — 12, y deaqui resulta § <
2H — 4,y A < 3H ~— 6, donde debemos acordarnos
que los signos & y < no excluyen la igualdad. Estos li-
mites se verifican generalmente en todos los poliedros.

2.9  Supongamos 2A S 4S5, lo que conviene 4 una in-
finidad de poliedros, y particularmente 4 los que tienen to-
dos sus ingulos sélidos formados por quatto 6 mas pla-
nos; en este caso tendremos H < 8 4w, 6, haciendo la
‘substitucion 4 T '

as>8 pcg2d +3e 4 &e
luego debe tener el sélido 4 lo ménos ocho caras trian-
gulares. El limite H > 8 4 0 d4S >6+0, yA>12
2 . Pero tenemos al mismo tiempo # < H—8; y de
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aquiresulta S <« H—2, A < 2H —4..

3.° Supongamos 2A > §S; y esto conviene entre otros
poliedros 4 los que tienen sus angulos sélidos 4 lo ménos
quintuplos , y resultard H > 20 4 30, ¢ o

a>20 4254 5c 4 84 | &e.
Y tendremos al mismo tiempo $> 12 420,y A > 30 4 §04;
finalmente de ser » < % (H—20), se sacan los limites
§ <2(H—2), A< s (H—2).

No podemos poner 2A — 6S, porque tenemos en ge~
neral 2A } 20 4. 12 = 6S: luego no hay poliedro algu-
no que tenga todos sus angulos sélidos formados por seis
6 mas 4ingulos planos; y en efecto, el menor valor que
tendria cada dngulo plano seria el del 4ngulo de un triin.
gulo equilitero , y seis de estos dngulos compondrian qua-
tro rectos , que es demasiado para un 4ngulo sélido.

4.° Consideremos un poliedro, cuyas caras sean todas

triangulares, tendremos » = o, lo que dara A =3 H,

y S = 24+ % H. Supongamos ademas que todos los an-
gulos sdlidos del poliedro sean unos quintuplos, y otros séx«
tuplos; sea p el nimero de los 4ngulos sélidos quinta=
plos, g el de los sextuplos; y tendremos S = p 1 g, y
2A = 5p 4 64,de donde resulta 6S—2A = p. Pero te=
nemos por otra parte A=3H,S =2 + § H: luegop =
"6S — 2A = 12. Luego si un poliedro tiene triangula-
res todas sus caras, y sus dngulos solidos unos son quin-
tuplos v otros sextuplos , los dngulos sélidos quintuplos siemsa
pre serdn 12, Los sextuplos pueden tener un niimero qual-
quiera, asi , dexando g indeterminada, tendremos en to-
dos estos sélidos S = 12 47, H=20429, A = 30
+ 39- L. : :
. Daremos fin 4 estas aplicaciones, averiguandoel nf-
mero de condiciones & datos necesarios para determinar ua
poliedro: gijestion interesante , que parece no haberse re-
suelto tadavia. o , , .
~ Supongamos desde luego que sea el poliedro de uns
especie determinada , esto es, que copozcamos el nime-
1o de sus caras, el de sus lados individualmente, y sa dis-
posicion pnos respecto 4 otros. Se corocen . pues los nii-
meros H, S, A, igualmente que #, &, ¢, &, &c.; solo
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se trata de hallar &l ndmero de datos efectivos, lineas ¢ an-
gulos , por medio de los quales puede construirse y deter-
minarse ¢l poliedro. _

Consideremos una de las caras del poliedro, que toma-
remos por su base. Sea # el ndmero de sus lados; serin
precisos 27z — 3 datos para determinar esta base. El nimero
de los ingulos sdlidos fuera de la base son S —— #; son
necesarios tres datos para determinar el vértice de cada 4n-
gule; asi la posicion de S — 7 vértices exigiria 38 ~ 37
datos,, y afiadidos los 37z — 3 de la base, tendriamos en
todo 38 — 7 — 3. Pero este nimero es en general dema-
siado grande , y deben quitarse de €l las condiciones nece-
sarias para que los vértices que corresponden 4 una misma
cara ‘estén en un mismo plano. Hemos llamado 7 el ng-
mero de los lados de la base, llamemos tambien #’, #”, &c, los
nimeros de lados de las otras caras. Tres puntos de-
terminan un plano ; asi lo que se halle de mas que 3 en cada
uno de los nimeros 7’ , #", &c. dari otras tantas condiciones
para que los diferentes vértices estén situados en los planos
de las caras 4 que pertenecen, y el nimero total de estas con-
diciones ser4 ignal 4 la serie (#'—3) + (#"—3) 4 (n.” ~3.)
+ &c. Peroel nfimero delos términos de esta serie es H —1,
y ademas 7 4 #' 4 7" § &c. = 2A: luego la suma de la serie
seri 2A —n—3 (Ii‘--— 1). Restando esta suma de 38 —
# — 3, queda 35 — 2A 4 3H — 6, cuya cantidad, por
porser S + H=A 2, se reduce 4 A. Luego ¢/ ndmera
de datos necesarios para determinar un poliedro , entre to=
dos los de la misma especic, es igual al de sus aristas.

Obsérvese sin embargo que estos datos de que hablamos
no deben tomarse indeliberadamente entre las lineas y 4ngu-
los que constituyen los elementos del poliedro 3 pues aunque
hubiese tantas equacicnes como incégnitas, podria haber
ciertas relaciones entre las cantidades conocidas que hiciesen
indeterminado el prablema. Asi parece desde luego, por el
teorema que acabamos de hallar, que basta en general co-
nocer las aristas para determinar un poliedro ; pero hay casos
en que no es suficiente este conocimiento. Por éxemplo, da-
do un prisma qualquiera que no sea triangular, se podrin for-
mar otros infinitos prismas que tendrin aristas igoales, y colo-
cadas de un mismo modo; porque en teniendo la base mas de
tres lados , se pueden conservar los lados , y alterar los in-
gulos , y dar-asi 4 esta base una infinidad de formas diferea-

39
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tes. Tambien se puede mudar la posicion de la arista longi-
tudinal del prisma, fespecto al plano de la base ; y en fin,
se pueden combinar estas dos mudanzas una con otra, y re-
sultari siempte un prisma, cuyas aristas ¢ lados no se ha-
brin alterado en nada. Aqui se ve pues que las aristas solas
no bastan para determinar el sélido.

Los datos que conviene tomar para determinar un sdli-
do, son los que no dexan cosa alguna indeterminada , y so-
lo dan una solucion. Y desde luego , la base ABCDE seri
determinada , entre otras maneras, conociendo el lado AB,
con los 4ngulos adyacentes BAC , ABC, para el punto C;
los 4ngulos BAD ,’ABD), para el punto D, y asf de los de-
tnas. Sea ahora M un punto , cuya situacion fuera.del pla=
no de la base tratamos de determinar : este punto quedard
determinado si, imaginando la pirimide MABC, & solo el
plano MAB , conocemos los éniulos MAB, ABM, y la in-
clinacion del plano MAB 4 la base ABC. Si determinamos

ot medio de tres datos semejantes la posicion de cada vérti-
ce del poliedro fuera del plano de la base, es claro que el

oliedro quedati determinado absolutamente y de un modo
Kinico ; de modo , que dos poliedros construidos con los
mismos datos, serin por precision iguales. Serian sin embar-
go simétricos uno 4 otro si estuviesen construidos 4 dife=
rentes lados del plano de la base.

~ No siempre ‘son necesarios tres datos para determinar ta=
da 4ngulo sélido de un poliedro ; porque si el punto M de-
be estar en un plano ya determinado, cuya interseccion con
1a base sea FG, bastari, despues de tomar FG 4 arbitrio, co-
nocer los dngulos MGF , y MFG : y asi sera preciso un da-
to ménos. Si el punto M debe hallarse en dos planos ya de-
terminados, 'y en su comun interseccion MK que encuentra
al plano ABC en K, conoceremos ya el lado AK, el 4ngu-
lo AKM, y la inclinacion del Flano AKM 4 la base ; basta-
ri pues tener por nuevo dato el angulo MAK. Asi es que el
némero de dates necesarios para determinar un poliedro ab-
solutamente, y de un modo dnico, se reducira siempre al
de sus aristas A. .

El lado AB y un nfimero A — 1 de 4ngulos dados de-
terminan un poliedro 3 otro lado qualquiera, y los mismos
ingulos determinarin un poliedro semejante. De aqui se de-
duce que el nibmero de condiciones necesarias para que
#can semejantes dos poliedros de la misma especic ) esigual

.

-
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al de sus aristas ménos una.

Seria mucho mas sencilla la giiestion que acabamos de re-
solver , si no se conociese la especie del poliedro, y sf éinica=
meate el nimero de sus Angulos sélidos S. Determinense en-
ténces tres vértices qualesquiera por medio de un triingulo
donde habri tres datos ; este triingulo s¢ considerari como
base del sélido, y luego los vértices fuera de esta base se-
rin S — 3; y como se necesitan tres datos para determinar
cada uno de ellos, es claro que el ndmero total de datos ne-
cesarios para determinar el poliedro serd 3 +3 (S —3), 6
35—6. ' o o

Serin pues precisos 3S — 7 condiciones para que sean
semejantes dos poliedros de igual ndmero de 4ngulos sélidos,

NOTA IX

Sobre los poliedros regulares. (Véase el apéndice
~ al i3bro VII) S

_ En la proposicion 11 de este apéndice nos hemos aplica=
do 4 demostrar la existencia de cinco poliedros regulares , es-
to es, la posibilidad de disponer cierto nfimero de planos
iguales de modo que resulte un sélido uniforme en toda su
extension. Nos parece que en otras obras se supone existen-
te esta colocacion de planos, sin -dar bien la razon; 6 no se
demuestra, como lo ha hecho Euclides, sino con figuras coms
plicadas y dificiles de entender. ,

El problema de determinar la inclinacion de dos caras
adyacentes del poliedro, y el de hallar los radios de las es=
feras inscritas y circunscritas, estan reducidos en los proble-
mas 11 y 1v 4 construcciones sumamente sencillas ; pero no
serd indtil aplicar estos mismos problemas al cilculo trigono-
métrico, que nos dari ademis nuevas proposiciones. '

Sean a, b, c, los tres ingulos planos que componen el Fig. 222,
4ngulo sélido O, y nos proponemos hallar la inclinacion de
los planos en que estan los angulos 2 y b. Trazarémos des=
de el centro O el trisngulo estérico ABC, en el qual se co- )
‘nocen los tres lados BC =42, AC=b, AB=1r, y serd.. -
preciso hallar el 4ngulo-C comprehendido entre los lados =
y &. Por las férmulas sabidas , tenemos cos. C ==

0f, ¢ — COS. 4COS. b o :
£ ien. :sen. bc’ . Esta férmula aplicada 4 los cinco po=

coe
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liedros regulares , va 4 hacernos conocer la inclinacion de dos

caras adyacentes en cada sélido.

- En el tetraedo, los tres 4ngulos planos que componen el

angulo sélido S, son ingulos de trisngulos equiliteros. Sea

pues la semicircunferencia G el arco de 180 = 7 ; tendre-
€0S. 4 — 0s.2 4

mos 2 —b = c=%=: luego cos. C =———————-=—
- % g sen.® a

cos. a {1 — cos. a) cos.a .
I —costa  —14cos a’ bE

= %; luego cos. C = 4.
- Enel cubo 6 exiedro, los tres 4ngulos planos que for-
man el ingulo sélido A, son rectos; y asi tenemos 2 = b=
c=}% 7,y cos a=o: luego cos C=o. Luego el angulo
de dos caras adyacentes es recto.

En el octaedro, si hacemos 4 =DAS=% 7, 6/ = DAT =
& 7,c=TAS = % =, tendremos
cos. § 7 — cos.2 § 7

sen.?2 § 7

ro sabemos que cos. § x

€0s. C= « Perocos. 47 =0, cos. £ =
=, sen. $ » =% v3: luego cos C = — 4. Aqui se ve
bien 4 las claras que la inclinacion de las caras del octaedro
y la inclinacion de las del tetraedo son suplementos una
de oftra.

En el dodecaedro, un 4ngulo sélido esti formado por
tres dngulos planos ignales cada uno al ingulo de un pen-

tagono regular. Asi, haciendo 4 =b = c= 3 7, tendremos
cos. a

coss C=————35perocos. $ # == emmsen. L 7 —
1 4 cos. Py 5 b

l—‘\/5=____’ sen. C =——

I:ﬁ; luego cos. C =
4 f—Vvj Vs Vs
y tang. C = — 2, .
En el icosaedro, es preciso hacer ¢ = C'B'D’ =3
w=b=CBA'=%~, Y tendremos
cos. C = cos. g.f,r — CO0s.2 57 .—.i (1 = VS)_— f=‘—V$:
sen.? 4 7, % 3
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Iuego sen. G. = %. Tales son las sencillisimas expresiones por
las quales determinamos la inclinacion de dos caras en los
cinco poliedros regulares ; pero vamos 4 ver que se podrian
comprehender en una sola y misma férmula.

En efecto, sea # el ndmero de lados de cada cara , m el
‘niimero de 4ngulos planos: que .forman cada ngulo sélido.
Si desde el centro O, y con un radio = 1, describimos una
superficie esférica que encuentre en p, g , 7 4 las lineas OA,
OC, OD , tendremos un tridngulo esférico pgr , en el

‘qual conocemos el 4ngulo recto 7, el ingulo p = -:—;-, y

el 4ngulo :f—. Resulta uesl, or las férmulas conoci-
el angulo 7 = — P P

€os.

das, cos. gr = ? . Pero ‘cos. gr == cos. COD == sen.

sen.

CDO ==s¢n, £ C, seialando C el 4ngulo CDE : luego

w
€0S, —

Fig. 248,

se0.3C=—_ "  Férmula general, que apli-
T

sen, —
n
cada suceesivamerte 4 los cinco poliedros , daria para cos. C,
6 1 — 2 sen.s § C los mismos valores que hemos hallado por
otro camino; para esto es preciso substituir en cada caso los
valoresde m y n, 4 saber: :

Tetraedro, Exdedro, Octaedto, Dodecaedro, Icosaedro.

m= 3 9 3 4 3 §e
n= 3 4 > 3 > ) 3. .
El mismo tridngulo esférico pgr, de donde acabames de de~
ducir la inclinacion de-dos caras adyacentes, da cos. 24 = cot-
0
peot. 4,6 ok = cot. -;— cot. % Luego si llamamos R

el radio de la esfera circunscrifa'al poliedro, y 7 el
radio de la esfera inscrita en el mismo poliedro ; ten-
w

o .
dremos —;—:-taug. p tang. - ; ademis, haciendo el lado
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4a

s
sen., ——
n

AB = g, tenemos CA ==

» Y por consiguiente R2

. * 42
ks
sen, $e—

n
liedro los valores de los radios R, r de las esferas circuns
crita ¢ inscrita. Tambien tenemos, suponiendo C conocido,

r? + .

. Estas dos equaciones darin para cada po-

N .

i':&%a cot. 77:- tang. $ C, y R =1 4 tang. %‘tang. 3C.
! ) . . L ' R
En el dodecaedro € icosaedro, vemos que la razon -

. . Lo 7 T -
tiene el mismo valor tang. — tang. —. ‘Luego si R es el
n

mismo para ambos, tambien # conservard un mismo valor;
esto es, que siestos dossdlidos estan inscritos en una misma esfe-
‘ra, tambien estar4n circunscritos 4 la misma esfera, y recipro-
camente. La misma propiedad se verifica entre el exdedro y

. " 3 T
el octaedro, pues el yalor de — es tang, — tang. —,tan-
. S P

to para uno como para otro, .

Obsérvese que no son solo los poliedros regulares los
sélidos comprehendidos por poligonos regulares iguales; por-
que si sobreponemos por una cara comun das tetraedos re-
gula;es iguales, resultard yn sélido formado por seis trfin-
gulos iguales y equiliteros. Podriamos rambien formar otro
sélido con diez tridngulos equilateros iguaales, pero solo los
poliedros regulares son los que tienen al mismo tiempo los
Angulos sélidos iguales, '

NOTA X.
Sotre la drea del ,tria’ngula esférico.

Sea 1 el radio de la esfera, = la semicircunferencia de
un circulo miximo ; sean @, &, ¢ los tres lados de un trian-

:
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gulo esférico; A, B, C, los arcos de circulo miximo que
miden los 4ngulos opuestos. Sea A} B4 C—7 =383y,
segun lo que se ha demostrado *, la irea del triinguloues-’* 23. 7.
férico ser4 igual al arco S multiplicado por el radio, y asi
la llamarémos S. Pero, segun las analogias de Néper, te=

A+ a—b ajb
nemos tang. : COt, =3 1 COS. ~= 3 cos. .
. 2 2 2

De aqui, sacando el valor de tang. £ (A } B), deducirémos
ficilmente el de tang. (A 4% B4 % C)=~—cot. 1'S;.
tendremos pues

cot.v-} acot. £ b ycos. C
sen. C ’

Fsrmula muy sencilla, que puede servie para calcular el
4rea de un tridngulo esférico conocidos dos lados 2, &, y
el ingulo comprehendido C. Tambien podemos deducir ma-
ehas consecuencias dignas de atencion. '
1.° Sies constante el 4ngulo C, igualmente que el pro- ~

cot. ¥ S=

a b . . :
ducto cot. — ¢ot. —, la superficie del tridngulo esférico
2 2

representada por S, permaneceri constante. Luego dos tridn- Fig. 16
gulos CAB, CDE, que tienen un ingulo igval C, serin
equivalentes si tenemos tang. ¥ CA: rang. £ CD :: tang. ¥
CE: tang. § CB, esto es, si son reciprocamente proporcio-
nales las tangentes de las mitades de los lados, que forman
el 4ngulo igaal. o
2. Para formar sobre el lado dado CD, y con el mis-
mo 4ngulo C, un trisngulo CDE equivalente al dado CAB,
es preciso determinar CE por la proporcion '
tang. § CD: tang. ¥ CA:: tang. § CB: tang. § CE.
3.2 Para hacer con el ingulo del vériice C un tridnga=
lo isésceles DCE equivalente al dado CAB, debemos to-
mar tang. 4 CD, 6 wng. ¥ CE, media proporcional entre
tang. ¥ CA y tang. % CB. o
' ' cotfacot.I by cos.C

® Lamisma frmula cot. & Se—
4.°> Lamisma férmula cot. §S= o C

puede servir para demostrar muy ‘sencillamente la proposi-
cion xxv1 del libro vir; 4saber, que de todos los trian-
gulos esféricos formados con dos lados dados 4 y &, aqusl
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es mayor, cauyo dngulo C, comprehendido pet los lados
dados, es igual 4 la suma de los otros dos ingulos A y B.

Con el radio OZ = 1 trictese la semicircunferencia VMZ,
higase el arco XZ = C, y del otro lado del centro téme-
se OP =cot. § a4 cot. } /; finalmente tirese PX, y bixe-
se XY perpendicular 4 PZ.

PY

En el triangulo rectingulo PXY tenemos cot. P = -

__ cot. } a cot. 35 4 cos. C
- sen, C

‘5 luego P =%S: luego lasu-

perficie S serd un mdxfmo , si lo es el ingulo P. Pero es
evidente que si tiramos PM tangente 4 la circunferencia , el
ingulo MPO seri el mdxfmo de los ingulos P, y tendre-
mos enténces MPO = MOZ — % 7. Luego el tridngulo es-.
férico, formado con dos lados dados, sera un mdiximo si
tenemos 38§ =C — %7, 6 C=A 4 B, lo que concuer-
da con la proposicion citada.

Esta construccion nos manifiesta al mismo tiempo que no
se verificaria el mdxfmo si el punto P estuviese dentro del
circulo, esto es, si tuviésemos cot. % z cot. 3 4 < 1. De cu-

" ya condicion sacamos succesivamente cot. ¥ 4 < tang. } 5,

tang. (§7 —%a)<tang. 46,47 —%a<i4 b,y final-
mente 7 < 4 4 b, cuyos resultados convienen todavia con ¢k
escolio de la misma proposicion.

PROBLEMA 1. Hallar la superficie de un tridngule
esférico por medio de sus tres lados.

Para esto.es preciso en la férmula
cot. % a cot. £ & 4 cos. C

sen. C.

cot. ¥ S =

substituir los valores de sen. C y cos C expresados en 4, b,
COS. ¢ —COS. 4 cos. b
yycot. § a

-sen. g sen. &

¢. Pero tenemos cos. C =

1 JCOS. a4 1 4CoS. b
sen.4  .sem. b

cot. ¥ b = ; de aqui resulta

I } COS. 4 4 cos. & 4 cos. €
sen. 4 sen. b

cod. C 4 cot. §acot. F o=
Ademas el valor de C da
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aybie ayb—c

2 sen. sen.

(s 4) i

€0S.c—c08.(4 4 £)__ i

1 .C= =
14c05.C sem 4 sen, & sen, a sen. b ’
ayc—b b+c—a
2 sen. sén.
.2

€os.(a—b)—cos.c_
sen. @ sen. b sefl. 4 sen. b

Muliiplicando estas dos cantidades entre s, y-sacando Ia
raiz del producto, tendremos

\/( 8yb4c a4pb—c ayc—b ﬁ+c—-.a)
2 ) e

1—co0s.C =

S€N. —————y=5€ 1], e —§€11. sen.
2 2 2 2

.sen. @ sen. &

sen.C=

luego finalmente

T - €OS. @ 4. ¢0S. B 4 cos. @

albtc G4b—c a,Lc—b brc-a\.
z\/(sen. o4 sen. .+ sen.— sen.: )
2 "2 2 2

cot.35—=

Esta férmula resuelve el problema propuesto, pero podemos
dar con otro-resultado mas sencillo todavia.
Para esto volvamos a la férmula

cot. 3 acot. L b cos. C
cot. £ S ==- .* % + 3
‘ sen. C

sacaremos desde luego 1  cot.2 XS, 6
cot.a}acot. 354 4 2cot. facot. b cos.C 4 1

sen.2:C.

- Pero el valor de cos. C da 2 cot. § « cot. £ cos. C ==
€OS. ¢ — COS. 2 cos. & bsti ' d 1 d I
2sen.3 asen 3 5 ) substituyendo en el numerador en Ia-

sen.24S—

gar de cos. ¢, cos. a, cos. b, sus valores 1 — 2 sen.2kc, 1—2
sen.2%a, 1—2sen.24 b, y haciende 1a reduccion, tendremos

. sen.? § 2 4 sen.t }b—sen.2% ¢
2cot. $acot. $bcos.C=. -
: 3 c sen.2 £ asen2 §0

40
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T—sens ¥ a

sen2 4 °

Tenemos ademascot.2 facot.? 356 =

T —sen.? 15 1—sen2lasenz b ’ .
= + 1. Luego substitu=-
sentlb T  sen?iasen?id g0 subst

v t
yendo estos valores tendremos —— 15—

't—sen.'I;C . 1o que da
sen., & a4 sen.? % 4 sen.2 C? °9

sen. ¥ 2 sen. § 5 sen. C
cos. L ¢
valor de sen. C resulta

aybirc agb— S A .
\/(sen.-—-+-—+—sen. F en 2 € lsen byc "')
2 2

sen.iS=

» Y » poniendo otra vez el

2 2
2¢cos. $acos. 3 bcos.Lc

férmula cdmoda para el cilculo logaritmico; y si la multipli-
camos por el valor de cot. § S, resultari

Sel.'l._;_S: .

1 } cos.a 4 cos.b 4 cos.c cbs‘=§4+cos.°%b+cos.=§-c-
4cos.gacos.fbcos.kc 2 cos. % acos.Lbcos. ke

nueva férmula que tiene la ventaja de estar compuesta de
términos racionales.

cot.3S =

1—cos. 3 S

De aqui sacamos todavia
qui sac to *n3S é

1-cos- 2 2-cos.2 ¥ h-cos.? 3¢ 4 2 cos.Lacos.3b cos. ¢

\/(sen a4y b+ € 4+ b-csen.a pe-b b1 c-a)
2 2 2 2

Pero el numerador de esta expresion puede ponerse baxo es.
ta otra forma

- {1—cns.2 } a)(1—c0s.2 § b) —(cos. } a cos. & b —cos. }¢)?,
la qual se descompone en dos factores, 4 saber
sen. § asen. $ 4 4 cos. $acos.db —cos. dc,y
sen. Y asen. kb —cos.kacos. 34 4 cos.  c. Tambien estos
tienen otra reduccion : el primero se muda en '

tang. 25=
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a4 C0—b byc—a
+ sen. —L .

cos. (§ a—13 b) — cos. § c== 2sen.

y el segundo en cos. } ¢ - cos. (34 4 L b)=2sen.

ay b+¢-

ajpbye
4

sen.

. Luego
baic asb-¢ ayc—b btc—a
4 sen 2+ 4+ sen. +4 sen. s 7 sen. 4*
tang.§S= , - S ey S
| \/(sen.a + b+ csen.a + csen. sen x a)
2 2 2 2

sen. % p_\/ sen., £ p
vsen.p ~ ~ \2sen. ¥ pcos. §p

~ luego finalmente ’ ,
apbyc a4 c- by c-n)
- t — -t —tang. tang. tang.
tang.}S=\/ ( 1308 p &= g 7= e

Se debe esta excelente formula 4 Simon Lhuiller.

PROBLEMA 11. Dados los tres lades BC = a, AC =Fig. 1g.
b, AB =, determinar el punto 1, polo del circulo
circunscrito al tridngulo ABC. -

Sea el 4ngulo ACI ==, y el arco Al=CI = BI —,.

En los tridngulos CAI, CBI, tendremos por las formulas
conocidas ‘

cos.g-cos.bcos.¢ 1-cos.b sen. b
cos.x = — cot. ¢*=
sen. b sen. ¢ sen. b I 4 cos.b

~—CoS. a .
cos. (C—2) = e 2 cot. ¢. Luego co;(i_,_x)’ é
sen. 2 cos. x
I N e COS. A
(£ 4 cos b), (1 ' ). Substi-
sen. 4 sen. &
tuyendo en esta equacion lqs valores de cos. C y sen. C ex-
presados en 4, b, €5 Y haciendo, para mayor brevedad
M =/ (1—c0s.2 a=—C08.2 b—=C0s.3 ¢ 4 2 C0S. 4 COS. b cos. ¢,
. I 4 COS. becCos, ¢ —COS. 4 i :
deducirémos tang, ¥ = M » férmula

Pero tenemos =} tang. I p:

a+b-c

cot. ¢,

cos. C 4 sen. C tang. ¥ =

que determina el vgulo ACI. Podemos ohservar que los tridn-
gulos isdsceles ACIl, BAI, CBI., dan ACI =1 .

(C 4 A—B); igualmente tendriamos BCI = § (B 4 C—A),
B’At =} (A 4+ B—C). De aqui resultan estas formulas dig-
nas de aléncion: ‘ e
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1 4 €08, b—cos. a—co0s. ¢
tang. 3 (A + C—B)= — i

I 4 COS. 4—c0S. b—cos. ¢
M

I 4 COS.C—COS.@——CO0S.—~—P
M K

4 las quales podem‘oé afiadir la que da cot, 4 S 4 qué pue-
de ponerse en esta forma -

tang. 1 (B . C—A) =

tang. } (A 1 B—C)=

=+ [=—C0$.4=—=CO0S.hmmC0s.C

tang. 3 (A + B § C)=

M 4
El valor de tang. x que acabamos de- hallar »da1 4 tang.? »
, I 2 (1 4-cos. b) (1—cos. ¢) (1—-..cos..a)
6 - =

€0s.2 & M2

16 c0s.? § bsen.? § ¢ sen.? Ia
M=

N

I 4 cos. 1 bsen. ¥ c sen. 5 a
s : -
Luegocos. Y M

- Pero de 1a equa-

. I—cos. b . ,
cion cos. x s.w.cot. ¢ =tang.  bcot. ¢, sacamos

tang. ¢ = ta:i; %l-’,; laego 'tang. pmtsen ¥a sen:. 3 bsen. 3¢

M
- ' 2sen. § asen.§b sen. ¥ ¢
aybyrec apb—r 2 c—b  byc—a\
V/{ sen. ‘+2_+ sen. ————sen. '7}2 seu.-j'T_ -

PROBLEMA 1t Determinar en la superficie de ld’\(f-
Jerala linea en que estin situados taa“:c los vértices de
los tridngules de una misma base y superficie.

Fig. 17.  Sea ABC uno de los trisngulos esféricos sy cuya base
comun es AB=—c, y la superficie dada A { B C—7 =
S: Sea IPK una perpendicular indefinida levantada en la
mitad de AB; tomando IP igual al quadrante , sers P el
polo del arco AB, y el arco PCD  tirado por fos pun-
tos P, C, serd perpendicular 4 AB. Sea ID =p,CD=g¢;
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los tridngulos rectingulos ACD., BCD, en los quales te-
nemos AC=0,BC=4,AD =p 1 %c,BD=p—1%p¢,
darin cos. a = cos. q cos. (p—13 ¢), cos. b ==cos. ¢ cos.
(2 + % ¢). Pero hemos hallado intes

1 4 COS. 4 4 Ccos. b 4, cOs. ¢
cot. 1 S=—*+ + +
sen. 2 sen. b sen. C

Substituyendo en esta férmula los valores cos. 4 + €08. b =—
2 COS. g COS. p €OS. § ¢,y T—aCOs. ¢ == 2 0.2 % ¢, sen. b sen.
C = sen. ¢ sen. B = 2 sen. % ¢ cos. § ¢ sen. B, tendremos

' cos. § ¢ § cos. pcos. g
ot. ¥ S =
cot- § sen. 4 sen. % ¢ sen. B

Ademas, en el tridngulo rectingulo BCD, tenemos tambien
sea. 4 sen. B = sen. ¢; luego

cos. ¥ ¢ 4 cos. p cos. q
sen. 3 ¢ sen. g

cot. 1S =

6 cos. gcos. g =-cot. } S sen. e sen. g-cos. ¥ c; esta es la
razon entre p y 4, que ‘debe determinar la linea en que es«
tan situados todos los puntos C.

. Habiendo prolongado la 1P la cantidad PK = %, tirese
KC, y sea KC = y; en el triangulo PKC, donde tenemos PC=
KC}7—yg,yel ingulo KPC= = — p, el lado KC se ha-
Hari por la tdrmala cos. KC = cos. KPC sen. PK sen. PC +
cos. PK cos. PC, ¢

) COS. ¥ ==Sen. 4 COS. ¥ - sefl, £ COS. 4 COS. p 5
substituyendo en ‘ella en lugar de cos. g cos. p su valor cot.
4 S sen. § ¢ sen. g -cos. } ¢, resnlta
€os. y ==sen. x cos.§ ¢ 4 sen. g (cos. x—sen. x cot.} S sen. c)v

Aqui vemos que si hacemos cos. x—sen. # cot. % S sen.
2 c=o0,6 cot. x—=cot. § S sen. § ¢, tendremos cos. y =
sen. x cos. ¢, y de este modo seri constante el valor de y.

. Luegosi despues de haber tirado el arco IP perpendica~
lar 4 la mitad de la base AB, tomamos mas alli del polo
la parte PK, tal que cot. PK=cor. £ S sen. % ¢, todos
los vértices de los tridngulos que tienen la misma base ¢ &
igual superficie S, estarin situados en el circulo menor descrito

desde el punto K, como polo 4 la distancia KC, tal que KC=
sen. PK cos. %c.
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Debemos 4 Lexell este hermoso teorema. (Véase ¢l tom. v,
part. 1, de nova acta petropolitana.) ’

NOTA XL
Sobre la prop. III, lih. VII.

Podemos demostrar esta proposicion mas rigurosamente,
recurriendo 4 los lemas preliminares , del modo siguiente.
Fig. aga. -~ Digo desde luego que la superficie convexi terminada
por las aristas 'AF , BG , y por los arcos AuB, F#G, no
puede ser menor que el rectingulo ABGF, parte corres-
pondiente de la superficie del prisma inscrito.
En efecto, sea S la superficie convexi de que tratamos,
y sea, si es posible, el rectingulo ABGF 6 AB x AF =S§
- 4 M, siendo M una cantidad positiva, -
Proldnguese la altura AF del prisma y del cilindro has-
ta una distancia AF' igual 4 # veces AF , representando 7
un nimero entero qualquigra. Si prolongamos al mismo tiem-
po el cilindro y el prisma, claro es que la superficie con=-
vexi §’, comprehendida entre las aristas AF’, BG’, con-
tendrd n veces 4 la superficie S ; de modo que tendremos
S'=mnS,y por ser n x AF = AF', resultara AB x AF' =
#S 4 M= 4 nM. Pero siendo 7 un niimero entero qual-
quiera, y M una superficie dada , podemos tomar # de mo-
do que seca zM mayor que el duplo del segmento AuB,
pues basta para esto hacer » > 2:;‘3 . Luego entdnces el
rectingulo AB x AF’, & la superficie plana ABG'F’ seria
mayor que la superficie exterior , compuesta de la superficie
convexd S, y de dos segmentos circulares iguales AuB,
F'«'G’. Pero, al contrario, la segunda superficie es mayor
que la primera, segun el lema preliminar: loego 1.° no pue-
de ser S<ABGF. .

Digo en segundo lugar , que esta misma superficie con-
vexd S no puede ser igual 4 la del rectingulo ABGF. Por-
que supongamos, si es posible,, que haciendo AE=AB, Ia
superficie convexd AMK sea igval al rectingulo AFKE,
Por un punto qualquiera M del arco AME, tirense las cuer—
das AM, ME, y levintese al plano de la base la perpendi-
cular MN. Los tres rectingulos AMNF , MEKN, AEKF,
por ser de nna misma alwra, estan entrg si como sus ba-
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ses AM, ME, AE. Pero tenemos AM | MES AE: luego -
la suma de los rectingulos AMNF , MEKN es mayor que -
el rectingulo AFKE. Este es equivalente por. suposicion 4
la superficie convexd AMK, compuesta de las dos super-
ficies parciales AN, MK : luego la suma de los rectingulos
AMNF , MEKN es mayor que la de las superficies conve-
xas correspondientes AN, MK : luego seri preciso que 4 lo
ménos uno de los rectingulos AMNF , MEKN sea mayor
que la superficie convexa correspondiente. Esta conseqiiencia
es contraria 4 la primera parte ya demostrada : luego 2.° la
superficié convexi S no puede ser igual 4 la del rectingulo
correspondiente ABGF.

De aqui se sigue que tenemos S > ABGF, y que asi la
superficie convexi del cilindro es mayor que la de qualquie-
ra prisma inscrito.

~ Por un razonamiento de todo punto semejante se pro-
bara que la superficie convexi del cilindro es menor que
la de qualquiera prisma circunscrito.

NOTA XIIL
Sobre la igualdad y semejanza de los poliedros.

Al principio del libro II de Euclides se ven las defini-
ciones g y 10 puestas en estos términos : '

39 9. Dos sélidos son semejantes quando estan compre=
hendidos por igual ndmero de planos respectivamente se-
mejantes.,, -

» 10. Dos sélidos son iguales y semejantes quando estan
comprehendidos por igual mimero de planos respectivamen=
te iguales y semejantes.,, .

Siendo el objeto de estas definiciones uno de los puntos
mas dificiles de los elementos de Geometria, las eximinaré<
mos muy por menor , observando al mismo tiempo las re-
flexiones hechas 4 este asunto por Roberto Simson en su edi-
cion de los elementos pig. 388 y: sig... e :

Observarémos . desde luego con Roberto Simson, que la
definicion X no es propiamente una definicion, sino mas bien
un teorema que seria preciso demostrar ; porque el que dos
sélidos tengan sus caras iguales, no prueba que sean ellos
iguales; y, si esta proposicion es cierta, es preciso demos=
trarla por la superposicion, 6 de otro.modo qualquiera.
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Vemos luego que el defecto de la definicion 10 es comun
4 la definicion 9. Porque si no esti demostrada la defini-
cion 10, podremos creer que existen dos sélidos desiguales y
desemejantes, cuyas caras son iguales; pero en este caso,
segun la definicion 9, un tercer sélido que tuviese las ca-
ras semejantes i las de los dos primeros, seria semejante 4
cada uno de ellos, y de este modo seria semejante 4 dos
cuerpos de diferente forma; cuya conclusion implica con=
tradicion , 6 4 lo ménos no conviene con la idea que pres=
tamos naturalmente 4 la palabra semejante.

Muchas proposiciones de los libros XI y XII de Eucti-

des se fundan en las definiciones ¢ y 10, entre otras la
“prop. XXVIII, lib. XI, de la qual pende la medida de
E)s prismas y pirimides. Parece pues que podemos tachar
2 los elementos de Euclides el contener bastantes proposicio-
nes que no estan demostradas rigarosamente. Pero hay una
circunstancia que debilita esta imputacion, y no debemos
omitirla.

Las figuras, cuya igualdad 6 semejanza demuestra Eu-
clides, fundindose en las definiciones 9 y 10, son tales,
que sus 4ngulos sélidos no se componen de mas que tres in-
gulos planos ; pero se ha demostrado con bastante claridad
en muchas partes de FEuclides que dos angulos sélidos,
compuestos de tres 4ngulos planos respectivamente iguales,
son iguales. Por otra parte, si dos poliedros tienen sus caras
iguales 6 semejantes cada una a la suya, los angulos sélidos
homdlogos se compondrin de un mismo nfmero de ingu-
los planos respectivamente iguales. Luego miéntras los dngu-
los planos no pasan de tres en cada angulo sélido, es claro
que los &ngulos sélides homdlogos son iguales. Pero si son
iguales las caras homdlogas, y los 4ngulos homdlogos, ne
cabe duda en qae los solidos le son tambien; porque po-
driamos sobreponerlos , 6 4 1o ménos serin simétricos uno %
otro. Aqui se vé, pues, -que las definiciones 9 y 10 son
ciertas y admisibles , al ménos en el caso de los 4ngulos tri-
ples, que es ¢l inico que ha nsade Euclides. Asi la falta de
exictitud , que podriamos tachar 4 este autor, é 4 sus co=-
mentadores, pierde de su fuerza, y solo recae sobre res-
tricciones y explicaciones que él no ha hecho.

Nos queda por exdminar si la definicion 10, que es ciers
ta en el caso de les 4ngulos sélidos triples, lo es tam.
hien en general. Robgrto Simson asegura que no, y que sg
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veden construir dos sélidos desiguales, que esten compre=
gendidos por un mismo nimero de caras respectivamente
iguales. * Imagioese, dice este Autor, que 4 un poliedro
»,qualquiera se le afade una pirimide, d4ndola por base una
spde las caras del poliedro. Inaginese tambien , que en vez
s»de afiadir .la pirimide. se quita, formando en el poliedro
s»un vacio igual 4 la piramide ; tendrémos asi dos nuevos
»s6lidos, cuyas caras seran respectivamente iguales, y &
sspesar de esto ellos serin desiguales.” '

Asi quiere probar su asercion Roberto Simson ; pero ob«
sérvese que uno de los mencionados sélidos tiene 4ngu'os
sélidos entrantes. Es pues mas probable que Euclides ha
querido excluir los cuerpos irregulares que tienen vacios &
4ngulos sdlidos entrantes, cinéndose 4 los poliedros conve-
x0s. Si admitimos esta restriccion, sin la qual ademas de-
xarian de ser ciertas otras proposiciones, el exemplo de Ro-
berto Simson nada prueba contra la definicion 6 el teorema
de Euclides ; dntes bien creemos, despues de haberlo pen-
sado muy despacio , ciue este teorema €s cierto, aunque no
parece tacil demostrarlo.

Sea como fuere, resulta de estas observaciones que las
definiciones 9 y 10 de Euclides no pucden dexarse como
estan, Roberto Simson suprime la definicion de los sélidos
iguales, que en efecto solo debe hallarse entre los teore-
mas ; y da la definicion de slidos semejantes 4 los que es-
tan comprehendidos por un mismo nimero de planos se-
mejautes , y que tienen los angulos sélidos respectivamen-
te iguales. Esta definicion es cierta, pero tiene el inconve-
niente de contener muchas condiciones superfluas. Si supri-
miésemos la condicion de los 4ngulos sélidos iguales, da-
riamos en la definicion de Euclides, que es defectuosa por
suponer la demostracion del teorema sobre los poliedros
iguales. Para evitar tropiezos, hemos juzgado del caso di-
vidir la definicion de los sélidos semejantes en dos partes;

rimero hemos definido las pirimides tringulares semejantes,
ﬁjego los sélidos semejantes , diciendo que son los que tie-
nen bases semejantes, y cuyos vértices homdlogos, fuera
de estas b.ases , estan detgrminados por piramides triangula-
res respectivamente semejantes.

‘Esta definicion necesita para las bases, suponiéndolas
triangulares , dos condiciones, y para cada vértice fuera de
las bases tres condiciones; de modo que si S es el nlimero

41



322 NOTA XII

. de 4ngulos sélidos de cada poliedro, la semejanza de estos
dos poliedros exigird 2 4 3 (S - 3) 4ngulos iguzles de am-
bas partes, 6 3S - 7 condiciones, y ninguna de ellas esta de
1nas, ni’ comprehendida en las otras. Porque consideramos
aqui dos ‘poliedros como que ticpen simplemente el mismo
fimero de vértices'$ dngulos sdlidos ;3 entdnces son precisas
Jas 35 - 7 condiciones , sin exceptuar ninguna , para que los
+dos-solidos sean semejantes; pero si 4ntes de todo supiése-
mos que ambos son de la misma especie , esto es, que tie-
pen igual nimero de caras, y que estas caras, comparadas
respectivamente , tienen igual n@mero. de lados, esta suposi-
cion tendria tres condiciones en el caso de haber caras de

mas de-tres lados , y estas condiciones disminuirian tanto el -

néimero_ 3S - 7 ; de modo que en lugar de 35-6 condicio-

| mes ,-bastarian A- 1 ; sobre lo qual véase la nota vir.
- Aquise ve en qué estriva la dificultad de dar una buena
definicion de los sdlidos semejantes, y es, que se pueden
considerar como que son de la misma especic , S como que
solo tienen igual nimero de ingulos sélidos. No bay difi-
cultad alguna en este dltimo caso,’y. es preciso que se veri-
fiquen las 35-7 condiciones contenidas en la dcfinicion , pa-
ra que sean semcjantes los solidos, y entdnces se deducird
con mayor fundamento que son de la misma especie. Por lo
demas , siendo compieta nuestra definicion , hemos deducido
de ella como teorema la de Roberto Simson.

Se ve, pues, que se puede prescindir en los elementos
del teorema perteneciente 4 la ignaldad de los poliedros;
pero como dicho teorema es interesante de suyo, seria de
desear que se hallase una demostracion general de €l

FIN DE LAS NOTAS.
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